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Abriss einer Theorie der Abel' sehen Functionen dreier 

Variabein. 

In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht, aus den 
Sätzen, welche über die allgemeinen Theta-Functionen beliebig vieler 
Variabein gelten, und unabhängig von der Theorie der algebraischen 
Integrale, zu einer Theorie der AbeFschen Functionen dreier Variabein 
zu gelangen. Die Lösung dieser Aufgabe ist von Herrn Weber in 
der Abhandlung: „Theorie der Abel'schen Functionen vom Geschlecht 
3, Berlin 1876^' begonnen worden, und ich würde ausgehen können 
von dem auf S. 37 der angeführten Schrift aufgestellten Additions- 
theorem. Indessen sei es gestattet, die Grundeigenschaften der Theta- 
Functionen, auf denen dasselbe beruht, hier noch einmal darzustellen, 
und zwar mit Anwendung der Methoden und Bezeichnungen von Herrn 
Weierstrass, der mich zu dieser Arbeit angeregt hat. Der Inhalt 
der drei ersten Paragraphen rührt von Herrn Weierstrass her. 

Erster Theil. 

§ 1. 

Die allgemeinste Theta-Function von q Veränderlichen (Wj , Wj • • • w^) 
ist definirt durch eine Reihe von der Form: 

wo G{u^' ' - Uq'^ w, • • • w^) eine ganze Function zweiten Grades der 
2q Grössen (wj • • • w^, Wj • • • riq) bedeutet, und für (Wj • • • nq) alle 
Systeme ganzer Zahlen zu setzen sind. Diese Function G lässt sich 
auf die Form bringen*): 

&(W| ' ' ' Uq\ n^ ' ' ' rig) 



a=l 



*) Diese Umformung ist nur dann unmöglich, wenn die Determinante der q^ 
Grössen — — ^ — (a, ß = 1 , 2 • • • ^) verschwindet; welchen Fall wir ausschliessen. 

ScHOTTKY, Abel'sche Funct. 1 
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wo 6r(wj . . • M^, w, -f-v^ • "nQ-^VQJ eine homogene Function zweiten 
Grades von w, • • • w^, w^ + v, • • • w^ + ^^ ^st, und ^i • • • ft^, «^i • • • ^^ » 

C, 2() + l Constanten bedeuten. Die ^ ^^"^ ^ Coefficienten der homo- 

genen Function (? betrachten wir als unveränderliche Grössen, 
fti • • • ft^, Vi • • • v^ dagegen als veränderliche Parameter, und bezeich- 
nen die Summe 

(1) 2^ [/<«•• ••!«■+ >+»'"^''«<"«+'«>]durche(«,--«,;^„i;,...p„v,), 

oder, abgekürzt, durch 

6(^1 • • ' w^5 ^, 1/). 

Dies ist dann, bis auf einen constanten Factor, welcher noch 
hinzutreten kann, die allgemeinste 6-Function. Die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die Convergenz der Reihe ist, dass der 
reelle Theil von 6r(0 • • • 0, v, • • • v^) für alle reellen Werthe von 
V, • • • 1/^ einen negativen Werth habe. 

Zwei verschiedene Theta-Functionen lassen sich nun auf folgende 
Weise zu einander in Beziehung setzen. Es seien 

2p neue unabhängige Grössen; alsdann lässt sich, wenn wir die 
linearen Ausdrücke 

-^-r G{w; . . . 1// . . .) mit G{w{ . . . 1/,' . . .)a, 

(«=1,2...(>) 
-^r G-{w{ . . . 1// . . .) mit G(w^ . . . 1/,' . . Ocj+a, 

bezeichnen, G^(w, + w?i'-'n, + v, + i/i''") in dieser Weise entwickeln: 
G(Mi+w?|' • • • Wj + Vi+i// . • •) = G{w^ . . . i/j' . . .) 

oder, da 
ist: 

6r (w, + W^l' • • >*1 + «^1 + «^t' • •) 






[{ua+^wd) G{w{' •!//••)«+ (^«+^« + i^«') G^(<--<--W«] 



Daraus folgt, wenn wir vd mit — vd vertauschen, und dann Wa+v«' 
für via setzen: 



i 
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a = l 

Wir setzen nun 



« 
und 2^a für Wa- Alsdann ergiebt sich: 

fl 



2j^^^' 



a = l 

Daher: 



a:=l 



(?(Mi+2cj/--Wj-f-Vi«-) + 27ti^ [(la(na + Va)] 

a= 1 

= (T(Mi--ni + V,+Vi'--) + 2%i^ [kV^a + V'd) {na + Va + Va)] 

«=1 

— 27Ci^ (laVj + ^ [2ria(Ua + (0a) — Ttl^aVa] . 
a=l a=:l 

Aus dieser Umformung des Exponenten in dem Reihen-Ausdruck der 
Function 0(w, + 2o/ • •; ft, v) folgt: 

(3) e «=i e(wi + 2G)i'-.5fi,i/) 

Wir fassen jetzt ft/ • • f^^'; ^i' • • ^^' als unabhängige Grössen auf. 
Dann ergiebt sich aus dem Gleichungssystem (2), dass die Grössen 
2(X)a, 2ria lineare homogene Functionen derselben sind: 



(4) 

(a = 1, 2 • ' q), • 
Den Ausdruck 

^ [2 fia {Ua + GJ« ) — Ä i ^a' !/„'] , 
a=l 

welcher eine lineare Function der q Variabein ü, dagegen eine qua- 
dratische Function der 2p Grössen ^\ v ist, bezeichnen wir durch 
i2(w, • • • Uq\ fl', v')\ wir erhalten dann: 

1* 
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(o) e 0(m, + 2oi • •5ft;i/) = e 0(Wi";f^ + f*»«^ + ^)» 

Die Aq^ Grössen 2(0«^, 2(0«'^, 2ija^, ^'^Lßj welche hier als Coef- 
ficienten eines Systems linearer Functionen definirt sind, sind ganz- 
zahlige rationale Functionen der -^ ^"^ Coefficienten von G, Es 

müssen daher zwischen ihnen ^^ ^~" Relationen bestehen. Diese 

erhalten wir auf folgende Weise. 

Es seien ftj • • f^(>> ^^j * • v^ und ft/ • • ft^', v/ • • v^ zwei Systeme 
von je 2q unabhängigen Grössen, und 

2öa = ^ [2ft^ G)aß + 2Vß CDaß], 2rja = ^ [2^^ riaß+2Vß fjaß], 
2 CDa = ^ [2 flß (X)aß + 2v/ (Daß], 2l]a = ^ [2 [l/ l]aß + 2 v/fjdß'] . 

Alsdann folgt, da die beiden Gleichungssysteme (2) und (4) gleich- 
zeitig bestehen: 

6r(2cJi . • — i/j • ')g^a = 2'jtiyLay (T(2(iJ, . . — v^ . .)a = 2^/«, 

G(2g)(' • — v{' '\^a = 27tifia, G(2(Xi{' i//- •)« = 2^2«'. 

Nun ist, nach einem bekannten Satz über die quadratischen Formen: 






[2(iJa'6r(2cö, • • — Vj • •)« — VaG(2GJ^ • • — V, • O^-f«] 



= X/ [20Ja (t(2c»,'. • — 1// . .)« — Va G(2(X}^' l/j' • •)(>+«]• 

a=l 

Folglich : 

(5) ^ [2(iJa' • 2i2a — 2G)a* 2^2«'] = 2;ri ^ [ft«!/«' — fi^'i/J . 

Indem wir diese Gleichung specialisiren, erhalten wir: 

^[2(Oaß ' 27lay — 271^^ - 2(öay] = 



a=l 



(6) ^ [2G)aV • ^Vay — 21^«'/? * ^^^y] = ^ 

^ / 27ci wenn /3 = y , 

_2 [2«<.V • 2,,„, - 2,,;^ . 20)«,] = I Q ^^^^ ^ ^ ^^ 

Es sei jetzt (j), • • -jp^, g^i • • • q^) ein beliebiges System von 2q 
ganzen Zahlen, und 
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Q 

'"! . («=l,2..p). 

Dann folgt aus der Formel (3): 

Es ist aber, wie unmittelbar aus der analytischen Darstellung der 
Theta-Function hervorgeht, für ganze Zahlen p, q: 

(7) e(Wi • •; ii+p, v+q) = e""' ^''"'^©(m, • •; ft, v). 
Daher erhalten wir: 

(8) e 0(w,+2'cjr, . .; ^, i/) = e 0(ti, . .; ^^ v) . 

Dies ist die charakteristische Gleichung der Function (Wj • • w^; fi, v). 
Wissen wir von einer Function F{u^ • • u^)y dass sie für alle endlichen 
Werthsjsteme der Variabein den Charakter einer ganzen rationalen 
Function besitzt, und für willkürliche ganze Zahlen j), q der Gleichung 

(8) genügt, so ist 

F{u^ ' • u^) = Const, (t*i • • w^; fi , 1/) . 

Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Grössen 2 daß, ^coaß, 2riaßy 2fiaß 
die Gleichungen (6) befriedigen. Dies ist ein bekannter Satz. 

§ 2. 
Bilden wir jetzt ein Product von r Theta-Functionen : 

0(w,.-5^<i),i/<^))0(Wi--;/[t(2),i;(2)). . .0(wj..;/[t(''>, !/<'•)) = n(M,--w^), 
so folgt aus (8), dass dieser Ausdruck der Bedingung 

(9) e . ^ TT(% + 2t5', . .)=e TT(wi--w^) 
genügt, wo 

ist. Dieselbe Gleichung gilt offenbar für das Product 

WO v^^^ ' ' v^^^'» ' • v^[^ ' ' v^p TQ Constanten sind, die nur den q Be- 
dingungen : 

<'+€'+ • ■ • +f!:> =0 («= 1, 2 . . q) 

zu genügen brauchen. Jede Function, die für alle endlichen Werthe 
von u^ ' - Uq den Charakter • einer ganzen rationalen Function besitzt, 
und die in der Gleichung (9) ausgesprochene Bedingung erfüllt, nennen 
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wir eine 0-Punction r*«*^ Ordnung mit der Charakteristik (fi, v). Für 
diese gilt der folgende Fundamentalsatz: 

I. Alle Q'Fundionen v*^ Ordnung , welche dieselbe Charahteristik 
hdbefn, lassen sich linear und homogen durch r^ unter ihnen ausdrücken. 

Es sei TT(m, • • w^) irgend eine solche Function, die der Gleichung 

(9) genügt. Wir können aus dieser ein ganzes System von Aus- 
drücken bilden, deren jeder dieselbe Gleichung erfüllt. Wir bezeichnen 
zu diesem Zweck mit ft/ - - fi^'y !/,'•• v^' ein System von 2q willkür- 
lichen Grössen ; und setzen: 

(10) e~'''^^"'"'''''''^n(w, + 2< . . .) = n(«^, . .; ^', v). 

Wenn für fi , v ganze Zahlen p, g gesetzt werden, so ist der 
Gleichung (9) zufolge: 

(11) n(wi "]p,q) = e n(wi..-). 

Sind jetzt fi/' • • ft^", i//' • • v^" 2q neue Variable und 2c0a\ 2ria 
die entsprechenden linearen Functionen derselben, so folgt aus Glei- 
chung (10): 

Nun ist 

12 (w, • • ; ft' + /*", V + v") =^ [(2 fia + 2 fia') {u„ + oj + o«") 

1^ (w, + 2 oj/' • . ; fi', 1/') =^ [2 12a' («^a + 2 oj«" -f g)«') — ^ i ft«' i/«'] , 

12 (w, • • ; /i", v'') =^[2 n a (Ua + Co«") — Ä i fi« ' i;/] . 
Daraus folgt: 

12 (w, • • ; f*'+ f^"> ^' + »^") - ^ (^j + 2öi" • • ; f^'; ^0 — ^ (^r • 5 f*"; O 

Es ist aber nach Formel (5) 

X> [2 12«" ß'«' — 2 12«' ««"] = ;r i^ [ft«" i/«' — ft« i/«"] . 
Folglich: 

12 («^1 • • ; ft'+ ft", v+v") — 12 (wi+2 ö/' . . ; ^', v) 

= 12 (Wi • • ; ft" , v") — 2 ;r i^{^a Va) . 
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Demnach ergiebt sich: 

(12) e TT(w, +2o7i ••;^;v) 

Setzen wir hier für fi', v ganze Zahlen p, g, so ist nach Formel (11) 



n(wi+2o, ••;!>;«) =6 n(Mj + 2o, ...). 



Da aber 



e TT(Mi+2(»i •••) = TT(M,--;fi ,v ) 



ist, so folgt: 

(13) n(i*,..;^"+i>, 2;" + <z)=e'^'^^^«^^« + ''^«»-^«''«^n(ti, ..; ft",i;")- 

Aus diesen beiden Gleichungen (12) und (13) entspringt nun, indem 
wir für fi", v" ganze Zahlen p, q setzen, die charakteristische Gleichung 
für die Function TT (m, • • 5 fi', v) : 

(14) e T7(wi + 2t3r, ..; fi,i/) 

= e TT(wi-; fi, v). 

Diese Formel lehrt zugleich, dass, wenn wir die Grössen fi', v als 
rationale Zahletf mit dem Nenner r annehmen, die Functionen 
TT(w, • .; |[i', v) sämmtlich die Gleichung (9) befriedigen. Wir setzen 
nun die Grössen v sämmtlich gleich Null, dagegen 

s * 

wo jede der Zahlen *,, S^ ' - S^ einen der Werthe 0, 1, 2 • • r — 1 

haben soll. Da es rv solche Systeme giebt, erhalten wir somit r^ 

s 
verschiedene Functionen TT (Mj • • ; — , 0) . Wir setzen ferner in der 

Gleichung (12) für v/' • • v^|' ganze Zahlen, für fi/' • • fi^" irgendwelche 
rationale Zahlen mit dem Nenner r. Dann erhalten wir: 

Setzen wir nun 

wo tf/ • • tf^' wiederum Zahlen der Reihe 0, 1 • • r — 1, und P^ » - Pg 
ganze Zahlen sind, so ist nach Formel (13): 



' 



TT/ * + P \ ^*»2^L ;: •'«- «a/*ajTT/ ^ a\ 
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Polglich : 

(15) ''^ ' »•' ^ 



Wenn wir in dieser Formel für S^, 8^ • > 8q alle r^ verschiedenen Zahl- 
systeme setzen, so durchlaufen d/ • • 8^ dieselben Werthe. Setzen 
wir also 

(die Summe erstreckt über alle r9 Systeme der Zahlen tf), so ist 

(16) e '^ fi^(Mj+2«»i •••)=e ^ '^ ^S{u^"-). 

Wir setzen jetzt 

Dann ist 

Daraus geht hervor, dass die Formel (15) vollständig übereinstimmt 
mit der in (8) gegebenen charakteristischen Gleichung der Function 



0(t*i"; |[i; v); wenn wir in derselben die Grössen v« ersetzen durch -^, 

coaß durch — *^, rja^ durch rij«^. Da aber die Relationen (6) bestehen 
bleiben, wenn wir die Grössen G)a^, coaßj Vaß) Vaß ersetzen durch: 

— ^^; (^aßj Vaßf '^Vaß) SO ist durch die Gleichung (15), dem zuletzt in 

§ 1 angeführten Satz zufolge, S{u^' * Uq) bis auf einen constanten 
Factor vollständig bestimmt, und zwar 

S{ui . . w^) = Const. 0'*(% • • w^; ft, — ), 

wo Q^yu^ • • w^; ft, ^) diejenige Function ist, die aus ©(m, "U(t] [i, — ) 

durch die angegebene Vertauschung der Grössen o und ij entsteht. 
Wir erhalten also: 



' 



^[' 



— 2jri' 2J 
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(17) yj[e-""^^'^h(u, ..;i-, 0)] = Const. e'-(«,. .«,5 ^, f). 

Die Gleichung (15) bleibt ungeändert, wenn wir v, • • v^ um be- 
liebige ganze Zahlen vermehren. Daraus folgt^ dass auch die Gleichung: 

(18) V[r*"'^l^^'^^^Jn(«,..;4,O)]=(n...«,)0^(«...«,;^^^ 

besteht. Hier geben wir jeder der Zahlen n die Werthe 0, 1 • • r — 1, 
und Summiren über die r^ verschiedenen Systeme. Dann ist 

(n) - -• 

= 0, wenn irgend eine der Zahlen tfj • • d^ von verschieden ist, da- 
gegen == r^, wenn alle diese Zahlen gleich sind. Daraus ergiebt sich: 

(19) n(«. . .«,) = r-« V [(n,. •«,) 0' (m, . .«,; (x, ^)^ • 

Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Denn es ist TT(W| • • u^) 
dargestellt durch rQ bestimmte Functionen. Jede derselben ist (wie 
aus (18) hervorgeht) eine Theta-Function r*<^" Grades mit der Charak- 
teristik {n, v). Zwischen diesen r^ Grössen besteht keine lineare 
Gleichung. Denn aus der Formel (19) lässt sich rückwärts die Gleich- 
ung (18) ableiten; nehmen wir also in (19) TJ(u^ • • w^) = an, so 
folgt aus (18), dass die sämmtlichen Coefficienten (n^ • • tIq) gleich 
sein müssen. 

§ 3. 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass T7(t*i • • Uq) eine grade 
oder eine ungrade Function ist: 

(20) TT( — Wi • — w^) = xTT(wi • • w^.); x = + 1. 

Geben wir in der Gleichung (9) den Grössen W| • • w^; j), • . p^] Qi * ' Qq 
die entgegengesetzten Werthe, so erhalten wir, da 

ist: 

xe ^ 17(^^+213^1 ••) = xe TT(wi--w^). 

Daraus folgt, dass, wenn die Voraussetzung (20) erfüllt sein soll, der 
Ausdruck 

für alle ganzzahligen Werthe der Grössen p, q selbst eine ganze Zahl 
sein muss. Es müssen deshalb f^i * * f^^? v^ * ' Vq die Hälften ganzer 
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Zahlen sein. Da die Gleichung (9) nicht geändert wird, wenn wir zu 
^ii • ' ^^, v^ ' ' Vg beliebige ganze Zahlen hinzufügen, so können wir an- 
nehmen, dass jede der Grössen fij * • f*?; ^i • • ^^ den Werth oder ^ hat. 
Es ist nun 

(n) ^ -' 

Hieraus folgt, wenn wir den Variabein Wj • • t*^ die entgegenge- 
setzten Werthe geben, da, wie aus der analytischen Darstellung dieser 
Function ersichtlich ist, 

(n) ^ -' 

Wir können nun setzen: 

-l^a-f^a+Pa, '"%''" =^^^ + 1«, (« = 1,2..(,), 

WO 2)| • • pgy Qi ' ' Qq ganze Zahlen , und (w/ • • w^') ein bestimmtes zu 
(Wi • • ftq) coujugirtes System von Zahlen ist, deren jede einen der 
Werthe 0, 1 , 2 • • r — 1 hat. Es ist dann nach Formel (7): 

Daher erhalten wir: 

Diese Formel muss mit der ursprünglichen identisch sein; daraus er- 
giebt sich: 

(21) (w/ • . w^') = X (Wj • • n^) e *" 

Die Systeme (n) und (n) sind verbunden durch die q Congruenzen: 

w« + ^a' + 2 v« ^ mod r , 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder das System (n) 
fällt zusammen mit dem System (n). Diese sich selbst conjugirten 
Systeme bezeichnen wir durch (a). Für dieselben ist 

2aa + 2va ^ mod r, 

Oder es fällt (w) nicht mit (n') zusammen. Diese paarweise vorkom- 
menden Systeme bezeichnen wir durch (6) und (6'); es ist dann: 
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(22) r(fT[(u^"U^) = Vr(ar-a^) 0'-(w, ••«^; ft, ?^+?)] 

(a) L -J 

(6) L 

Bezeichnen wir mit a die Anzahl der Systeme {a), so ist die Anzahl 

der Glieder in der zweiten Summe = ^ T" " . Die Coefficienten (aj^-a^) 
sind, wie aus (21) hervorgeht, nur dann von verschieden, wenn 

ist. Es sind jetzt verschiedene Fälle zu unterscheiden: 

I. Es sei r grade und alle Grössen fi«, Va gleich Null. Dann 
sind die Systeme (a) bestimmt durch die Congruenzen 

2aa =3 Omod r. 

Es kann also a« = 0, und a„ = — gesetzt werden. Die Anzahl 
a der Systeme a ist demnach =2^, Es ist aber 

4jtt^ 

folglich («i • • a^) == 0, wenn x = — 1. Daraus ergiebt sich, dass die 
Anzahl m der Functionen, durch welche TT(Wi • * Uq) dargestellt ist, 

= — 5 — ist, wenn TT eine ungrade, und = — ~ — , wenn TT eine 

grade Function ist. 

II. Es sei r grade, und nicht alle Grössen ft«, ^« = 0. 
Dann sind die Congruenzen 

2aa + 2va ^ mod r 

unlösbar; es ist also a = 0, und daher m = -g- • 

III. Es sei r ungrade. 
Dann erlauben die Congruenzen 

2aa + 2va ^ mod r 
eine einzige Lösung; nämlich 

a« = wenn v« c= , 

a« = — ^ wenn v« = i. 

In jedem Falle ist also 

a« + V« = rv„, 
folglich 
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Es ist also m= — 2"' ^^^^ ^( — ^) = + 1; und m = — - — , 

wenn x(— if ^''«'^ = — 1 ist. 

§4. 

Wir haben gesehen, dass nur solche Theta-Punctionen grade oder 
ungrade sein können, deren Charakteristik durch rationale Zahlen mit 
dem Nenner 2 gebildet wird. Gleichzeitig geht aus der Definition in 
§ 2 hervor, dass die Charakteristik nicht geändert wird, wenn wir 
jede der Grössen, aus denen sie besteht, um eine ganze Zahl ver- 
mehren. Wir setzen deshalb : 

und setzen fest, dass jede dieser Grössen tf, a den Werth oder 1 
haben soll. Es ist dann: 

0(— Wj Ug, ^8y ^£) = 0(Mj..t*^; i* — tf,^« — £). 

Dies ist aber, der Formel (7) zufolge. 

Mithin ist Q{u^" Uq\ \8 , \6) eine grade oder ungrade Function, je 
nachdem EsaSa eine grade oder ungrade Zahl ist. Demnach unter- 
scheiden wir grade und ungrade Charakteristiken. Jede dieser 4^ Cha- 
rakteristiken bezeichnen wir durch einen Index; speciell diejenige, in 
der die sämmtlichen Grössen (J, b gleich Null sind, durch den Index 0. 
Greift man eine Reihe von Indices: a, & • • e willkürlich heraus, 
so giebt es einen bestimmten Index m von der Beschaffenheit, dass 

^ j- tf^ j 1- d' = d"* mod 2, 

5« + 6» _| U «* = «'» mod2. 

Wir sagen dann: der Iudex m entsteht durch Zusammensetzung von 
a,h • ' e und bezeichnen dies dadurch, dass wir setzen: m = a& • • ö. 
Die Reihenfolge der Zusammensetzung ist hiernach gleichgültig; ferner 
ist klar, dass zwei gleiche Indices sich in der Zusammensetzung auf- 
heben, und dass eine Zusammensetzung mit dem Index keine Aen- 
derung hervorbringt. Demnach ist ah = ha, ahh = a, Oa = a. 
Zu jedem Index a gehört ein bestimmtes System halber Perioden: 

Die Function 

werde bezeichnet durch 1](u^ • • w^)«. Es folgt dann aus der Glei- 
chung (3'): 
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Nun ist 

WO ^, • • jp^, g, • • g^ ganze Zahlen bedeuten; demnach ist 

Daraus geht hervor: 

(23) 6-''("*••"^>0(Ml + cJ^.;i*^^^«) = ^*'«0(Wl••;^^«^ ^6«*), 

wo 6; a eine bestimmte von den Indices a, b abhängige Zahl bedeutet, 
dargestellt durch: 

(24) 6; a = V [- '"X + <" (*« + <- K')] ■ 



a 



Man erkennt nun leicht, dass es auf mannichfache Weise möglich 
sein wird, 2q primitive Indices auszuwählen, durch deren sämmtliche 
Combinationen alle 4^ Indices, mit Ausnahme des Index 0, dargestellt 
werden können. Am einfachsten bietetsich zunächst dasjenige System 
dar, welches den primitiven Perioden entspricht. Wir bezeichnen durch 
den Index a^ diejenige Charakteristik, in der sämmtliche Grössen 
fi, ^2 • • ^(» gleich Null sind, und ebenso alle Grössen *i, ^2 ' ' *^? ™t 
Ausnahme von da] ebenso durch 6„ diejenige Charakteristik, in der 
€„ = 1, alle übrigen Grössen *i, *2 * ' *^> ^d ^2' ' ^q ^^®^ gleich Null 
sind. Es ist dann klar, dass durch die Combinationen dieser 2q In- 
dices der Index nicht, dagegen alle übrigen Indices, und zwar nur 
auf eine Weise , dargestellt werden können. Zur Vereinfa(;Jiung führen 
wir ausser diesen 2q primitiven noch die zusammengesetzten Indices ein: 

Es sei nun m ein beliebiger Index, und zunächst dargestellt durch 
eine Combination der primitiven a, • • «p, 6^ • • &^. Wenn in diesem 
Ausdruck aj und h^, oder aj und &2? ^- s. f. gleichzeitig vorkommen, 
so ersetzen wir diese Paare durch c,, Cj u. s. f. Dadurch erhalten 
wir einen Ausdruck, der aus höchstens q Gliedern besteht, und das 
Kriterium, ob m ein grader oder ungrader Index ist, ist offenbar 
folgendes: m ist grade, wenn die Anzahl der in dem reducirten Aus- 
druck von m vorkommenden Grössen c eine grade, und ungrade, wenn 
diese Anzahl ungrade ist. So ist z. B. der Index a, h^ \ = Cj 62 un- 
grade, a^h^c^c^ dagegen grade. Wir suchen jetzt eine andere Be- 
zeichnungsweise, bei der die graden und ungraden Indices in gesonderten 
Gruppen auftreten. 
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Wir nehmen zuerst an, es sei q eine ungrade Zahl, und definiren 
das folgende System von 2()-j-l Indices: 

ß\ = &i ^2 ^3 • • • • ^^+1 



«1 — ö^r^2 ^3 


2 


^2 ^2 ^3 ^4 


2 


(25) CCg^l ag^lCQ + ^Cg^i' 

2 2 2 4 


•Cd 


2 2 2 


• c, 


CCn *s^ G/Q ^1 ^2 •••••• 


• • 



ßi = 62 ^3 • • • • 


2 
2 


/*?+! ^e+l^^H-3- 
2 2 2 

2 2 2 




ßq IqC^C^' ' ' 


• C^— 1 
2 



2 

Verstehen wir unter Cq^i dasselbe wie Cx, so ist allgemein: 
Ä I. * (A = 1, 2 . . ^) 

P;i = 0;iC;i+iCX4.2CA + 3 • • ^, , £z:i 

Y = e^iCjCg c^-ic^. 

Diese 2 (> + 1 Indices sind hier dargestellt in der reducirten Form. 
Man erkennt daher sofort; dass y ungrade ist; ax und ßx sind grade 

oder ungrade, je nachdem ^ eine grade oder ungrade Zahl ist; 

d. h. grade ; wönn q^\ mod 4, ungrade, wenn (i ^ 3 mod 4. 

Wir bilden jetzt die Combinatiönen dieser Grössen. Cömbinifen wir 
zunächst y und ax, so heben sich die in beiden Indices vorkommenden 
Grössen c^+i, Ca+2 • • n— 1 auf, Cx verbindet sich mit ax zu hx» Der 

reducirte Index yax enthält also ^'Z Grössen c. Dasselbe gilt Yon 

yßx. Mithin sind auch yccx und yßx grade, wenn q ^ l mod 4, 
imgrade, wenn p ^ 3 mod 4. 

Wir combiniren jetzt zwei verschiedene der Grössen «j , «j . . a^, 
ßi) ß2 ' ' ßQ' Zunächst ist offenbar axßx = Cx ungrade, und yccxßx grade. 
Setzen wir jetzt 

ccx==axCx^iCx+2 • ^3 . £--l j 

*+ 2 

^+ 2" 

Es soll 1^)1 sein; aji soll sowohl ax als 6;i, a^ sowohl a^ als 6^ be- 
deuten können. Es sei 

X^ (i -\- V mod Q . 
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Wir können annehmen , dass v eine Zahl der Reihe 1 , 2 • • ^"7 ist 
(andernfalls vertauschen wir X und fi). Dann ist 



Da die Zahl ^ + v in der Reihe fi + 1 • • fi + ^-^ vorkommt, so 
können wir «^ zerlegen in 

«//+»' iß* 

Wir erhalten also, da sich Ufi+y mit Cf^^v zu 6^^^ ergänzt: 

Dieser Index ist in seiner reducirten Form, und enthält 2v — 1 

Grössen c. Es ist also a^a^+y ungrade. Bildet man endlich ya^a^+y, 
so heben sich diese 2 z/ — 1 Grössen c fort, imd c^, Cf^^v ergänzen sich 

mit afibfi^t zu b^a^i-^-v Der reducirte Ausdruck von ya^ua^+v enthält 

also Q — (2v — 1) — 2 Grössen c] mithin ist ya^a^4^ ein grader Index. 

Bezeichnen wir jetzt die Indices «i; «2 ' * ^^; ßif ß2 ' ' ß^ ^^ irgend 
einer Reihenfolge durch Wj, ^2 * ' *^2(», und y durch m, so ist, wie 
wir bewiesen haben: 

m ungrade, m^ini Ungrade, mmxmx grade 

(x<X). 

nix und mnix grade für q^I mod 4, 
ungrade für q ^3 mod 4. 

Wj, ^2 • • *^2^ ist, wie aus (24) hervorgeht, ein vollständiges System 
primitiver Indices, und 

Wir bezeichnen nun in dem ersten Fall p ^ 1 mod 4 

m, w, , m2 • • *W2^ 
in irgend einer Reihenfolge durch die Zahlen: 

1, 2, 3 ..2(>+ 1 
und setzen ausserdem m = s. Dann ist 
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s ungrade^ 

Boc grade (x = 1, 2 • • 2(> + l); 
sxX grade {x^ X = 1,2 * - 2q -{■■ l] xK X), 
In dem zweiten Falle ^ ^ 3 mod 4 bezeichnen wir ebenfalls die Indices 

durch die Zahlen 

1,2, 3 -.29+1, 
setzen aber 6 = 0. Dann ist 

6 grade, 

sx ungrade (x = 1, 2 • • 2() + 1), 

£xk ungrade (x^ A = 1, 2 • • 2(> + 1; x ^ ^). 

Nehmen wir jetzt an, dass q eine grade Zahl ist; dann setzen wir 

(> = (>'+ 1 und bilden aus «j, «j • • a^, ij, &2 * * V ^^^ Grössen 
m, m, , ^2 • • m2^'. Wir haben jetzt wieder die Fälle zu unterscheiden: 
Q ^2 mod 4, und q^O mod 4; oder ()' ^ 1 mod 4 und q' ^3 mod 4. 
Im ersten Falle q^2 mod 4 bezeichnen wir mit 

1, 2,3..2() + l 
die Indices 

mj; ^2 • • m2Q] mag, m&^, mc^ , 

und setzen ausserdem 

Cq ^=s 5, 

Dann ist a ungrade, ex ist ebenfalls ungrade für x = 1, 2 . . 2(>+ 1. 
Denn da *Wx grade ist, und weder a^, noch 6^, noch c^ enthält, so ist 
c^mjt ungrade; ferner, da m ungrade ist, und a^, 6^, Cq nicht enthält, 
so ist auch c^maq = mh^, Cqmhq = ma^, Cgmcq = m ungrade. Ferner 
ist 6xA stets grade. Denn da m^i^x ungrade ist, so ist CQmjtMx grade; 
da mmx grade ist, so sind auch Cqmaqmx = b^mmje, Cginh^mie = aQmnixf 
und CQmcQniji = mmx grade. Endlich istc^ma^mft^ =0, CgmagmcQ^hq, 
Cf^mhQincQ = a^; also auch diese Indices sind grade. Demnach ist für 
diesen Fall: 

£ ungrade, 

£x ungrade (x = 1, 2 • • 2(> + 1), 

sxX grade (x, A = 1, 2 • • 2() + 1; x ^ A). 

Es bleibt noch der Fall übrig: q^O oder (>' ^ 3 mod 4. In diesem 
setzen wir e = 0, und bezeichnen mit 1, 2 • • 2 (> -|- 1 die Indices: 

Cgin, Cqfn^, C^IWj • • CQm2Q'] dq, bq. 

Diese sind sämmtlich grade, da m, m^ • • ms^' ungrade sind. Die Com- 
binationen je zweier verschiedenen sind aber ungrade. Denn erstens 
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ist offenbar a^bq == Cq ungrade. Wenn wir zweitens aq und 6^ mit den 
übrigen combiniren, so erhalten wir 

ft^m, iqvn^ etc.; a^m^ a^m^ etc. 

Diese sind ungrade, da w,m, etc. ungerade sind. Combiniren wir 
drittens die Grossen c^m^Cf^m^ . .c^W2^' unter einander, so erhalten wir: 

mwj, mmj, etc. m^mj, m^mg, WjWg • • 

Dass diese ungrade sind, haben wir schon bei Erörterung des Falles 
() ^ 3 mod 4 gesehen. Wir erhalten also : 

B grade, 

£x grade (x = 1, 2 • • 2(> + l)i 

skX ungrade (x, A «=» 1, 2 • • 2(>+ 1; x^ X), 

Wir bezeichnen jetzt, wenn n ein beliebiger Index ist, mit [n] eine 
Grösse, welche = oder 1 ist, je nachdem n ein grader oder ungrader 
Index ist. Diese Grösse wird dargestellt durch die Summe: 

[n]^^(£:<j:)mod2. 

a = l 

Es handelt sich jetzt darum, wenn a ein Index ist, der durch eine be- 
stimmte Anzahl Tc von einander verschiedener Indices der Reihe 
1, 2 • • 2(> + 1 ausgedrückt ist, den Werth von \ßa\ zu finden. Hierzu 
ist ein Hülfssatz nöthig. 

Es seien 2, m, n drei beliebige Indices; dann ist 



\lmn\ = ^[<"*'*C"] mod 2, 



oder, da 



a = l 

Jmn 



«""" = £' + s"' + e" mod 2 , 

<'»--< + r + d>od2, 

\lmn\ ^ ^[« + *: + « + «T + d-J] . 

a=:l 

Diese Summe kann in folgender Weise geschrieben werden: 

^[(c+*:)(*:+*:)+(<+<)(*:+<Ji)+«+c)«+o] 

o = l 
a=: 1 

Mithin ist 

\lmn\ ^ [mn} + [wZ] + [^w*] + W + M + W ^^^ 2. 

SCHOTTKT, Abel'sche Funct. 2 
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Es sei nun a ein Index, der durch eine Combination von Ic ver- 
schiedenen Indices der Reihe 1 , 2 • • 2 p + 1 entsteht. Zwei dieser in 
a vorkommenden Indices seien x, A; dann ist a^=xka\ wo d zwei 
Indices weniger enthält. Es ist nun, wenn man in der letzten Formel 
l = sdy m = x,n = k setzt: 

IsaKk] = [sdx] + [£a A] + (xX) + [sa'] + [x] + [A]. 
Gleichzeitig ist aber 

[exl] = [ax-] + [ek\ + [« A] + [a] + [x] + [A] . 
Mithin 
[edxX'] ^ [«a'x] + [sdl] + [««'] + [sxk] + [sx] + [aA] -|- \_a]. 

Nun ist in allen vier Fällen sxX grade, wenn € ungrade ist, und umge- 
kehrt; ferner sx, ek gleichzeitig grade oder ungrade; daher ist 

l6xX] + [sx] + l€k]+ [s'] = lmod2] 
mithin 

[sdxX'] ^ [sdx] + [sd X] + [«a'] + 1. 

Wenn wir nun bewiesen haben, dass für alle Combinationen d von 
der Ordnung Je — 2, [sd] denselben Werth hat, und dass dasselbe gilt 
für alle Combinationen dx, d k etc. von der Ordnung h — 1, so geht 
aus dieser Formel hervor, dass auch für alle Combinationen a von der 
Ordnung Ä [sd] denselben Werth hat; und zwar ist dieser Werth ent- 
gegengesetzt dem von [sd]. Es hat also, wenn ;c, A, fi, v etc. irgend 
welche verschiedene Indices der Reihe 

l,2,..2^-f 1 

sind, [fxAft] den entgegengesetzten Werth von [sx], [sxX^v] den 
entgegengesetzten Werth von [sxk] und denselben wie [«], u. s. f. Mit 
Hülfe dieses Resultats ergiebt nun die Betrachtung der vier verschiedenen 
Fälle, dass sa ein grader Index ist, wenn a durch eine Combination 
von Q oder () + 1 verschiedenen primitiven Indices entsteht. Daraus 
geht sofort hervor, dass sa ein grader Index ist, wenn die Anzahl fc 
der Glieder, aus denen a besteht, ^ q oder ^ q -\- 1 mod 4 ist, dagegen 
ein ungrader, wenn Jc^ q — 1 oder ^ q -{- 2 mod 4 ist. Somit ist 
folgender Satz bewiesen: 

II. Es ist möglich, ein System primitiver Indices 

1,2, 3 .2(> + 1 

und einen ausgezeichneten s so zu wählen, dass sa ein grader Index 
ist, wenn die Anzahl der primitiven Indices, aus denen a zusammen- 
gesetzt ist, ^ Q oder ^ q -\- 1 mod 4 ist, dagegen ein ungrader, wenn 
diese Anzahl ^ (> -}- 2 oder ^ q — 1 mod 4 ist 

Durch die Combination aller primitiven Indices geht, wie alle vier 
Fälle zeigen, der Index hervor. Demnach kann jeder Index auf zwei- 
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fache Weise in der Form ea dargestellt werden: m = sa, und m «= sa. 
In a und a zusammen sind dann alle 2q -{- 1 ludices enthalten; daher 
enthält die eine Combination stets weniger als (> -f- 1 ,'die andere stets 
mehr als q Glieder, die eine Combination eine grade Anzahl, die andere 
eine ungrade. 

§5. 

Wir wählen für ^ = 3 ein System primitiver Indices 

1, 2, 3 . . 7 

in der Art, wie im vorigen § angegeben wurde, indem wir £ = ü an- 
nehmen (diese Indices bezeichnen wir zum Unterschiede von den all- 
gemeinen durch griechische Buchstaben). Es lassen sich dann alle 
64 Indices durch die 64 Combinationen 0, x, xk, xk^i darstellen, und 
zwar sind durch die 28 Combinationen x und xk die ungraden, durch 
die 36 Combinationen und xkfi die graden dargestellt. Indessen kann 
auch jeder Index durch eine höhere Combination ausgedrückt werden; 

es ist nämlich, wenn 

X, k,ii,tt,ßjy, d 

die Indices 1, 2 • • 7 in irgend einer Reihenfolge bedeuten: 

^=^ xXfiaßydy X = Xfiaßyd, xX ^=» fiaßyd^ xXii = aßyd . 

Es seien jetzt w, m', m" drei unabhängige Veränderliche, v, v\ v" 
und w , w ^ w" zwei constante Werthsysteme derselben, und Ä, Z, m drei 
beliebige Indices. Alsdann erhalten wir, wenn -wir in dem Ausdruck 

e(w + t;, u+v, u' + v'-, id*«, ^«*«) 6(u—v, u—v', u'—v'] ^d'«, ^f'«) 
a = 0, 1, 2 • • 7 setzen, 8 Theta- Functionen zweiten Grades mit der 
Charakteristik (iÄ*S i«*')* Eine ebensolche Function ist 

e {u+w, u+w', M"-f«(;"; ^**"», i£^)e{u—w, u—w\ u—w"\^ ^d'»», «^"»). 

Zwischen diesen 2^ -j- 1 Ausdrücken muss, dem Satz (I.) zufolge, eine 
lineare homogene Gleichung bestehen: 

/*0(t* + «?••; \S^, \h^) e(u — «(;.•; ^d'"», ^a'"») 



a = 

deren Coefficienten /*, /o, /i • • f^ von u, m, u" unabhängig sind. Um 
diese zu bestimmen, verfahren wir so: 

Es sei ß irgend einer der Indices 0, 1, 2 • • 7. Wir vermehren 
dann die Variabein um dasjenige halbe Periodensystem, welches zu dem 
Index Iß gehört. Multipliciren wir dann noch die gefundene Gleichung 
mit dem Factor 






so ergiebt sich, vermöge Formel (23): 

2* 
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ilß'.km-\-lfiilmfQ^^ + M; . .-, ^d*'»»/», i«*"»/») e(M:~ W • •; i^*»/», i^^^O 

7 

a = 

Jetzt setzen wir w = v, w' = t;', w" = t;"; dann verwandelt sich die 
rechte Seite dieser Gleichung in: 

7 

V[i'/»J *« + '/^' ' V«ö(2t;, 2t;', 2t;"; |d*'«^ ^a*'«/») 6(0, 0, 0; |d«/», ^a«/»)] • 

a = 

Es ist aber aß ein ungrader Index, wenn nicht a = /5 ist; daher: 

6(0,0,0;^*«^^.«/^)=^"^""«^''.' 

'^ ^ ^ le(0, 0,0; 0,0) wenn a = /S. 

Wir erhalten daher, wenn wir die Constante 

6(0,0, 0; 0,0) mit Co 
bezeichnen : 

^fßC, e(2t;, 2t;', 2t;"; i**', i^*') . 

Hierdurch sind die Coefficienten bestimmt, und es ergiebt sich die 
Gleichung : 

(26) Coe(2t;..;i**',^6*O0(w + w^--;i**^i«*'")0(«*— «^••;i*'%i«"") 

7 

a = 

X0(M+t;-.;^**«,i£*«)0(ti — t;--;i*'^i '?''')], 
wo 

[Ä, Z, m] = l\ hm + Z; im — Z; Ä — Z; Z 
ist. Es ist nun zufolge (24): 

Z; Jcm = y^[— «'d*»» + £*"» (d' + d*"» — d*'"»)], 
Z; Zm = yjl— *'*"" + ^'^ (^' + *'"* — *"•)]. 
Z; Ä = ^'f^- «'** + «*' (*' + ** — **')]; 

Daraus ergiebt sich: 

(27) [Je, Z, m] = y' [£' (— d*»» ~ d'"» + ** + *') + «*'"» (*' + d*»»— d*''«) 

In diesem Ausdruck ist jedes s mit einer graden Zahl multiplicirt. Da 
wir nun [k,l, m] nur modulo 4 zu betrachten haben, so können wir 
6', £*'*", £"», €*' ersetzen durch andere Werthe, die ihnen modulo 2 con- 
gruent sind. 
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Wir dcDken uns die drei Indices Jc,l, m dargestellt durch Com- 
binationen von einander vBrschiedener primitiver Indices: 

(28) fc = X, »2 • •, Z = Aj ^2 • •, m = fij ^2 • •> 

und zwar wählen wir, da dies auf zweifache Weise geschehen kann^ 
stets diejenige Darstellung^ die aus einer graden Anzdil von Gliedern 
besteht. Es sei nun n der Complex derjenigen primitiven Indices^ die 
in allen drei Ausdrücken von 1c,l,m gleichzeitig enthalten sind. Als- 
dann können wir setzen: 

]cs=^nh\ l^=:^nXy m^^nm'] 

und es giebt jetzt keinen primitiven Index, der in h\ t, m gleichzeitig 
enthalten wäre. Es sei ferner p der Complex derjenigen Indices, die 
in V und m gleichzeitig enthalten sind; q derer, die in tn und h' y 
r derjenigen, die in h' und t gleichzeitig vorkommen. Dadurch dass 
wir diese absondern, zerfällt jeder der drei Ausdrücke (28) in vier Theile 

(29) k = nqrs, l==^nrpty m '^npqu. 

^jP>2>^;^j^;** s^^^ dann sieben verschiedene Com pl exe, und so 
beschaffen, dass ein primitiver Index, der in einem derselben vor- 
kommt; in keinem der übrigen enthalten ist. Wenn wir jetzt die 
Indices h, l, m zusammensetzen, so erhalten wir: 

(30) Im = qrtu, mk = rpus, hl =pqst, hlm = nstu. 

Diese Indices sind hierdurch gleichfalls dargestellt als Combinationen 
von einander verschiedener primitiver Indices, und zwar müssen diese 
Dai^tellungen, da immer eine grade Anzahl von Gliedern fortgefallen 
ist, wiederum jede aus einer graden Anzahl von Gliedern bestehen. 
Wir führen jetzt folgende Definition ein : 

Es sei k ein beliebiger Index. Diesen stellen wir dar durch eine 
grade Anzahl von einander verschiedener primitiver Indices (was nur 
auf eine Weise möglich ist), und bezeichnen durch (J* die Summe: 

0k .^ 0Xi _j« 0*2 -|- etc. , 

ausgedehnt über alle Indices x^, X2, etc., die in dem Ausdruck von k 
enthalten sind. Da nun offenbar (J* r£^ a* mod 2, so können wir in 
dem Ausdruck (27) die Grössen b durch diese ö ersetzen. Indem wir 
dann diejenigen Glieder zusammenfassen, die mit derselben Grösse d 
multiplicirt sind, erhalten wir: 

(31) [h, l, m] ^^'C— **(^*' — ^0 — *'(<^*' — <y' — <y*"" — <?"») — S^a^ 

+ d"n ((jw — <y') -ij- d*»n ((?*'»» — (JJ) + d*'(y*' — d*«m^*fm-] Qiod 4. 

Da nun die in l enthaltenen primitiven Indices in vier Gruppen w, r, p, t 
zerfallen, so zerfällt die über diese Indices ausgedehnte Summe in 
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vier Partialsummen, die diesen Gruppen entsprechen: N, B^ P^ T. 

Es ist also 

ö*' = P + ö + S + T, 

<y' = iV + JB + P+T. 



Polglich 
Da aber 
ist, so folgt: 
Nun ist aber 



ö*' — (J' = ö + S — JV^ — JB. 

(jH _ ö' = ö* — 2 (iV + JB). 



JV + 12 = £« + «'• = 6»'* mod 2; 

mithin ergiebt sich: 

ö*' — ö' = ö* + 26»'- tnod 4. 

Auf dieselbe Weise finden wir: 

(jti _ (ji — ^*fm __ ^ ^ (jp -}- 26**^'" mod 4, ' 

6"^ — & ^T- ö'"» + 2«'*' mod 4, 
ö*fin ^0i ^ 0km _j_ 2£'-p mod 4. 

Setzen wir diese vier Ausdrücke in die Gleichung (31) ein, so zerfällt 
der Ausdruck auf der rechten Seite in zwei Theile: 

(32). [7c, l, m] zz [(Ä, ?, m)'] + 2 (]c,l, m) mod 4, 

von denen der erste 

[ih h ^)] =- ^[ — ö* ö* - ö^ (> ^ - - d'^' (> ''»H- d^ "* (> ' "»+ d'"* (?"** + d*' (?*' — tf*'»" 0*^'"] 
ist, während 

In dem ersten Ausdruck führen wir die Bezeichnung ein: 

(33) 2:[ö^a^-] = (k), 
Dann ist 

(34) [(Ä, l, m)] = —(k) — Q) - (m) + {Im) + (m^) + (^0 — (klm) . 

Den zweiten Ausdruck brauchen wir nur raodulo 2 zu betrachten. 
Wir können deshalb d*'" ersetzen durch d* -f d''», d''» durch (J' + d"*. 
So erhalten wir: 

(Ä, Z, m) = ^[(g"^ + s'-p) (J* + («'•P'" + B''*) 8^ + («'•^ + B^-P) d^] mod 2. 
Nun ist 

^nr ^ ^rp ^ ^np^ ^rptu ^ ^rt ^ ^u^ ^rt ^ ^rp ^ ^pt ^qJ 2. 

Polglich : 

(Ä, Z, m) = 2^[6«Pd* + £P"d' + «P'(J"»] mod 2. 
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Wir setzen jetzt 

Dann bedeutet K den grössten gemeinsamen Theiler der Ausdrücke 
von l und iw, L von m und h, M von h und l. Es ist dann 

pu = Lm, pt = iJf ; 
mithin 

(Je, l, m) = ^[f^ö* + «^"»d' + fi^'d"»] mod 2. 

Wir führen auch hier eine abkürzende Bezeichnung ein, die in 
der Folge beibehalten werden wird. Es seien a, b zwei beliebige 
Indices; dann setzen wir: 

(35) ^[«"**] = a I 6 mod 2 . 

Dieses Zeichen ist also nur modulo 2 definirt. Danach ist: 

(36) {h,l,m) = K\Jc + Lm\l + Ml\m mod 2. 
Wir haben somit gefunden: 

Diesen Ausdruck führen wir in die Gleichung (26) ein, setzen aber 
vorher folgende Definition fest: Es sei a ein beliebiger Index; dann 
bezeichnen wir mit {u, Uy u')a die Function 

i-(«) Q{Uy u\ u\ ^d«. i««) = 0(w, u\ u)a . 
Alsdann nimmt diese Gleichung folgende Form an: 

(39) Co ä(2t; . ')ki 0(w + w; . .)tm Q{u—W' *)im 

Dies ist das Additionstheorem der Theta-Functionen in einer sehr all- 
gemeinen Fassung. Um das Vorzeichen ( — jy*«» '«»"»«) für irgend eine 
besondere Wahl der Indices kyl, m zu bestimmen, hat man folgender- 
massen zu verfahren: Es sind Äa, ?a, ma auszudrücken durch die 
primitiven Indices, und zwar ist jedesmal diejenige der beiden Dar- 
stellungen zu wählen, die eine grade Anzahl von Gliedern enthält. 
Alsdann sind von diesen Darstellungen die grössten gemeinsamen 
Theiler K von ?a, wa, L von ma, Äa, M von ha, la abzusondern; 
dann ist 

(Arv\ ( 1 \(*of, la, ma) / ■t\K\ha-\-Lma\la'\-Mla\ma 

Aus der Definition des Zeichens a \ b (Gl. (35)) geht hervor: 

Da 

a* + ^** ^ ^^^ ^^^ 2, 
so ist 
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(41) bc\ a^b\ a -{- c\a. 

Ferner, da 

d* + d<^£3d*<^ mod2, 
so ist 

(42) a\bc^ a\b -\- a\c. 

Endlich ist a\ a^O oder 1 , je nachdem a ein grader oder ungrader 
Index ist. Aus den Eigenschaften (41) und (42) folgt: 

ab \ ab ^ ab \ a -^ ab \b, 

ab \ a ^ a I a + 6 | a, 

ab\b ^ a I 6 + b\b. 
Mithin: 

ab\ab'{'a\a-\-b\b^a\b'^b\a. 

Daraus ergiebt sich, dass 

a \b ^b \ a 

ist, wenn von den drei Indices a, b, ab alle oder nur einer grade 

ist; dagegen 

a\b^^ l -{- b \a, 

wenn unter den Indices a, b, ab nur zwei oder gar kein grader vor- 
handen ist. Ferner lehren diese Congruenzen, dass sich schliesslich 
^_jyi:a,<a,ma) ^^ ^^^ Pfoduct der Zcichcu 

auflösen lassen muss, wo x und A Indices der Reihe 1, 2 • • 2() + 1* 
sind. Diese genügen, da x, A, und xk ungrade Indices sind, den Be- 
dingungen : 

(43) (-1)*'''^ 1, • 

(44) (— 1)^'^^ (-1)^"* {^>^)' 

Wegen dieser Eigenschaft dienen diese Vorzeichen im Wesentlichen 
dazu, alternirende Functionen mehrerer Indices in symmetrische zu 
verwandeln. 

§6. 

Es sei a irgend ein grader Index; dann bezeichnen wir mit Ca den 
Werth, den die Function Q(u,u,u')a annimmt, wenn die drei 
Variabein gleich Null gesetzt werden. Es giebt also 36 Constanten 
Ca] die eine (schon früher definirte) Cq und die 35 Cxi/i. Wir setzen 

(45) ^ = e.,,. 

Es sei jetzt a ein ungrader Index; dann fängt die Entwickelung 
der Function 0(w, u, u')a nach aufsteigenden Dimensionen der Varia- 
bein an mit einer linearen Function: 

(46) Ua = AaU -f- -BaW' + CaU\ 
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Es giebt 28 ungrade Indices^ die 7 primitiven x, und die 21 zu9am- 
mengesetzten xA; daher haben wir auch 28 solche lineare Functionen 
Ux und Uxx* Es sind jetzt die Relationen aufzustellen, welche zwischen 
diesen Constanten exXfi] Äx, Bx, C^; ÄxXy Bxi, Cxi bestehen; hierbei 
wird sich eine Darstellung dieser "Grössen durch eine Anzahl von 
einander unabhängiger Parameter ergeben. 

Wir setzen in der Gleichung (39) die sechs Constanten v, v', v", 
tv, w\ w" = 0'j bezeichnen wir dann die Function 0(m, m', m'% kurz 
durch Qm, so erhalten wir: 

7 

(47) Co ct, e*» e,„, = y [(- ly*«.'«-""" c*,«« c„„ e,„ e,«] . 

a=0 

Setzen wir hier noch u, u', m" = 0, so erhalten wir die Gleichung 
zwischen den Parametern: 

7 

(48) Co Ch C*„ C,„ =. ^ [(- 1)'*«' '"• "•"> C,„ Cia Cn„ Ct,„„] . 

a=0 

"Wir setzen jetzt in der ersten dieser Gleichungen : 

Jc = X^y Z =8 0, m = xyLy 

wo X, X, (i drei verschiedene primitive Indices bedeuten. Alsdann ist 
hl ein ungrader Index; die linke Seite der Gleichung (47) verschwindet 
demnach; und wir erhalten: 

^a-lf""" """ c«,„ c,.„„ 0,^„ ] = 0. 

0=0 

Ausserdem verschwinden diejenigen Terme der Summe, welche sich 
auf die Indices 0^ x, X, fi beziehen. Die Summe ist also auszudehnen 
über die 4 Indices der Reihe 1, 2 • • 7, welche von x, X, ^ verschieden. 
Diese seien: a, ß, y, ä. um nun K, L, M zu bestimmen, haben wir 
Zfia zu ersetzen durch xßyd, a durch xkfißyd, x^a durch Xßyd. 
Der gemeinsame Theiler von xk^ßyd und kßyd ist XßyS , der ge- 
meinsame Theiler von Xßyd und xßyd ist ßyS, von xßyd.unA 
xXfißyd, xßyd. Wir bekommen also: 

K = Xßyd = x^ia, L = ßyö = xX^ia, M =^ xßyd = Xfia. 

Daher ist 

(Xfia, a, xfia) ^ K \ X^a + Lx(ia \ a -j- -3fa | «f*a 

E^ Xfia I Xfia -^ X \ a -\- Xfi \ xfia. 
Nun ist 

X^ I xfia ^5 1 + ^f*^ I XfjLy 

da von den drei Indices x^a, X^i, xXa einer ungrade ist; ferner: 

xfia I Afi + xfia \ X^a eee x^a \ a, 
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und 
Daher ist 



xiia\a-\-X\a^xX^a\a. 
{XficCy ccy Kfia) ^ 1 + xX^a \ a. 



Wir erhalten also: 



(49) 




[(-ir*''""'cxiac«^«e,^„ej = 0. 



OyßfYf^ 



Wenn wir das Product QxfiaOa nach aufsteigenden Dimensionen der 
Variabein entwickeln, so ist das Anfangsglied: ciftaUa] daher muss 
zwischen den vier linearen Functionen Ua, u^, %, u^ die Gleichung 
bestehen : 

"^[C- 1)*''*" ' " C^;ia Cx/*« a^a Wa] = 0. 

Diese Gleichung multipliciren wir mit -^ ; dann ergiebt sich : 



Co^ 



2'K-') 



Xifia I a 



^nXa ^x/ia ^l/na ^xlfi ^aj — " • 



Nun ist exXaexfia^ifiaCxXfi ein in Bezug auf die Indices x, A, ^, a sym- 
metrischer Ausdruck, den wir deshalb durch E^y^ bezeichnen können. 
Ferner ist xlfia = ßyd, xXfiß = yöa u. s. f.; es ist also 

(-iyy'^<' EßySUa+ i-iy'''^^ Ey,aUß 

Diese Gleichung gilt für willkürliche Werthe von u, u, u\ Wir be- 
stimmen diese so, dass Uy und Ud verschwindet; dann ist: 



U^IUa = 



A„ Ba C„ 




Aß Bß Cp 


jA'y Jjy L/y 


• 
• 


Ay By Cy 


Ai Bi Ct 




Ai Bi Ct 



Nun ist 

Folglich erhalten wir: 



Eayö:EßyS = {-lT^'^ 



jo-a Jtja L/a 

JLy Jjy Oy 

Äd Bd Cd 



: (- 1/ 



Yi 



Ar Sa Ci 



ß 



jlLv JLJ^ 



a 



Ai Bi Ci 



Wir setzen nun: 



(50) 



(-1) 



a I Y^+Y I ^ 



jO-cc -Da ^a 

.^jLv jDy Oy 

Ai Bi Ci 



— J- ayd ' 
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Dieser Ausdruck ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices a, y, tf ; 
denn das der Determinante vorangesetzte Zeichen verwandelt seinen 
Werth in den entgegengesetzten, wenn zwei der Indices a, y, d mit 
einander vertauscht werden. Es ergiebt sich dann: 

^ayd ^ßyd 

Hieraus ist klar, dass dieser Quotient eine von jeder Vertauschung 
der Indices unabhängige Grösse r ist. Mithin erhalten wir: 

(51) eaßyCßySeydaedafi = rFjeXu- 

Hiermit ist ein System von 35 Gleichungen gegeben, aus welchem 
sich die Grössen e bestiinmen lassen. Zu diesem Zweck Itihren wir 
eine Reihe von Bezeichnungen ein: 

(52) T\{F,xa) = F,i, T]{F,ai>) = F„ T](F,ßy)^F. 

Das erste Product soll erstreckt s^in über alle 5 dreigliedrigen Indices, 
welche x und A enthalten, das zweite über alle 15, welche x enthalten, 
das letzte über alle 35 überhaupt. In derselben Weise definiren wir: 

(53) T](exia) = e^x, TJ{€xaß) = e^, T](eai3y) = e. 

Setzt man in die Formeln (52) die Werthe der Grössen F^ifi nach 
(51) ein, so ergiebt sich: 

(54) r'F^x = -^, r'^F^ = ~.-, r'^F^e', 
Ferner ist, wie man leicht erkennt: 

/tes ^ ^xX ^nu ^Xu 

(55) . e^ e^ e^ e^,^ = Ca^ye^yseySaesaß^ 
Folglich 

Durch die Formeln (54) ist e, ex, e^x, durch (56) alsdann e^Xfi be- 
stimmt. 

§ 7. 

Um weitere Relationen unter den Moduln zu erhalten, setzen wir 
in der Gleichung (48): 

Ä = xA, l = fiVy m = x^Qf 

wo X, A, ft, v, () fünf Zahlen der Reihe 1, 2 . . 7 bedeuten, unter 
dieser Voraussetzung geht dieselbe über in folgende: 

7 

CpCxXfiv CgXfiCgMV^^ X< [( — 1) ' ' (^xXa^^juvaCqxfiaCQXva]' 

az=0 



28 



Abriss einer Theorie der Aberschen FuDctionen dreier Variabeln. 



Hier verschwinden alle Glieder, die sich auf a = 0, x, A, fi, v, q 
beziehen; es bleiben also nur die beiden Terme stehen, die sich auf 
die beiden übrigen primitiven Indices beziehen, welche wir mit a und 
ß bezeichnen wollen. £s ist dann 

(xXa, fiva, xfiQo) = (fivQß, xkQß^ x^Qa). 
Hier ergiebt sich: 

K=^XQj L = ^Q, M =^ßQ, 

Lm = xa, Ml = ßQfiva = xX, 
Daher ist 

(xlccy fiva, x^iQu) = XQ I xla -j- ^« | f^v« + xX \ xfiQa, 

Für xq\xIcc können wir setzen: 

1 + xka I XQ , 
für xA I xiiQa: 

xX I afi + xA [ XQ, 

daher für xq \ xXa -f- ^^ | oi^Qa: 

1 + xA I a/t + a I XQ. 
Ferner ist 



xa 



(iva ^ xa \ afi -\- xa \ V] 



folglich ist 

{xla, iLVtty xfiQa) E^ 1 -{- aX \ a^i "{- xa \ V -^ a \ xq. 

Nun ist 

l-^aXlafi^aXlXfjL^XlXfi-^alXfiy 



xa 



V 



£x\v-\-a\v. 
Folglich 

l'\'aX\a(jL'^xa\V'\-a\xQ^X\Xii'\-x\v'\-a\xXiivQ. 

Es ist aber 

xXfiVQ = aß] 
daher: 

(xAa, [iva, xfiQa) ^:iX\X[i-{'x\v'\-a\aß 

b:^ a\ ß +x|v+A|f*. 

Das andere Zeichen (xA/3, ^vß, XfiQß) ergiebt sich aus diesem durch 

Vertauschung von a und ß . Da nun (— 1)" '^ = — (— l)'' ' " ist, so folgt: 

^o(^Qa[i(^QXvC^X/i, — [ Ij {yaxlCafivf^ßxfiCßXv CßxlOßfivCax/iCalv) y 

daher: 

(57) eQaßeQxveQXfi=^{~if^^ ^^'' ^{ßaxxeafiveßHfießiv—eßxieß^i,veaxtieaXv). 
Es ist nun 

V-^ axX *= ^Qß/ii^^ßv^^fivßß/iivf 
TFafit = ^qßxeqßXeqnX^ßxXy 
TJOßnfi = ^qaX^qavCqXv^aXvj 
'^•^ßXv == ^qax^qafi^qxfi^axfi» 
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In diesen vier Ausdrücken kommen alle Grössen vor, die in dem Pro- 
duct Bq enthalten sind, mit Ausnahme von e^aß) ^qxv) ^qXfi. Demnach ist 

r*Fß.xFß,rF„.,F.^.=^e, '"/ '"7 '^' /-^^ • 

^Qaß ^Qxv ^qlfi 

Vermöge dieser beiden Formeln geht die Gleichung (57) über in 
folgende: 



(58) 



— e, 



1_ 



Setzen wir hier für Fa»xy Fa/iv etc. die in der Gleichung (50) ange- 
gebenen Werthe dieser Grössen, so verwandelt sich der Ausdruck auf 
der rechten Seite in eine ganze rationale Function der Werthsysteme 
Aay Bay Ca] Äß, Bß^ Cß • • Ay, By, Cr* Fassen wir denselben auf als 
Function eines dieser Werthsysteme, so stellt er eine ganze homogene 
Function zweiten Grades dar, welche verschwindet, wenn Äa, Bay Ca 
gleich einem der 5 anderen Systeme: Aß, Bß, Cß ' - Ä^, By, Cy gesetzt 
wird. Der Ausdruck musß daher dargestellt werden können in der Form : 



(59) 



A 


K 


cl 


KOa 


c„A 


^.K 


4 


^. 


^; 


^ß^, 


^,A 


^^^ 


4 


K 


cl 


^.^« 


CA, 


AS. 


A 


A 


cl 


^x<Jx 


c.A 


AS, 


K 


K 


^l 


B C 

ff 


c.K 


A^f 


A 


K 


cl 


B C 


c.A 


AS. 



wo s einen Factor bedeutet, der offenbar nicht nur von Aa, Ba , Ca 
sondern auch von Aß^ Bß/Cß • - Ay, By, Cy unabhängig ist. Die Ver- 
gleicbung des Diagonalgliedes in dieser Determinante mit dem ent- 
sprechenden Gliede in dem ursprünglichen Ausdruck zeigt, dass 

/ßO) s = ( 1)" yß^^H'^+ß I ttXfiv^x I Xfiv+X I M^+A* I ^ 

ist. Dieses Vorzeichen verwandelt seinen Werth in den entgegen- 
gesetzten, wenn irgend zwei der Indices a, /3, x, A, /t, v mit einan- 
der vertauscht werden. Daraus folgt, dass der Ausdruck (60) eine 
symmetrische Function dieser 6 Indices ist, die wir demnach durch 
Gf^ bezeichnen können, wo q den einzigen noch übrig bleibenden 
primitiven Index bedeutet. Wir erhalten also: 

(—1)" * * ^iFaxxFafiyFßjcfiFßXy — FßMxFß^yFaxfiFaXv) = Crgj 



(61) 



— e. 



= ft 
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§ 8. 

Wir sind jetzt im Stande, die Constanten A^, Bx, Cx, und die 
Moduln ßxXfi durch eine Anzahl unabhängiger Grossen auszudrücken. 

' SO 

Wir wählen hierfür die Verhältnisse -r^y -r^' Es werde gesetzt: 



A-x — Ix ötx ; -t^x ^^ 'x ^x } ^x ^=' 'x Cx } 

sodass 



(62) . 7. ' , 

^ ^ Vx = axU + OxU -{- CxU , 



Ux — 'x'^x 

ist. Von diesen Grössen a«, bx, Cx kann stets eine willkürlich ge- 
wählt werden. Aber von den übrigen 14 Grössen können ausserdem 
noch 8 willkürlich angenommen werden, da nichts wesentliches geän- 
dert wird, wenn wir die Variabein w, u, u' einer linearen Trans- 
formation unterwerfen. Haben wir also die Moduln dargestellt durch 
die 21 Constanten a^, 6«, c«; so werden wir die Anzahl dieser Para- 
meter, sobald wir wollen, auf 6 reduciren können. Indess gestalten 
sich die Resultate übersichtlicher ohne solche besondere Annahmen. 

Wir denken uns in allen gefundenen Gleichungen die Werthe 
ix«x; Ixbxj IxCx für Ax, Bx, Cx eingesetzt. Die Functionen, welche 
wir erhalten, wenn wir in den Ausdrücken von FxXn-, ^*^7 -^«j i^und 
Gq sämmtliche Grössen Ax^Bx^ Cx ersetzen durch ax,hx, Cx^ bezeich- 
nen wir durch fxXfi, fxXy fx, f und g^» Ferner führen wir zur Ab- 
kürzung die beiden Bezeichnungen ein: 

(63) ?j ?2 • • • ^7 = ^ ^^^ 9\92" ' 9i=9' 
Es ist dann: 

(64) Fxifi = Ixhlfifxi/ii 

(65) ^9 = -i-9Q' 

xAus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(66) F^,-l^Jj.,. K-fiy.> F=l% 

Dadurch gehen die Gleichungen (54), (56) und (61) über in folgende: 

(67) r^ltAf..^^, r-fl-f^ = ^, /U-f=^e\ 

^xh ^X 

(69) ^^=f^.. 

In der letzten Gleichung setzen wir (> = 1 , 2 • • 7 und bilden das Pro- 
duct; dann ergiebt sich, da offenbar ^j^j • • 67 = e^ ist: 



L 
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(70) —^ = r'^H^'ig. 

Wir haben nun mit Hülfe dieser Gleichungen die Grössen e, c«, 
CxA, ^xifi-, h h auszudrücken durch die Constauten r, fxXf^ und g^^ 
Aus der letzten Formel in dem Gleichungssystem (67) und aus (70) 
folgt zunächst: 

(71) *=°-f' 

(72) JV = ^ • 
Ferner aus (67) und (69): 

(73) ^l=^fJ,> 

Endlich, ebenfalls aus (67): 

(75) ^\x--gr9'AU' 

Jetzt können wir den Modul enxfi selbst darstellen. Nach (68) ist: 



Nun ist 



8 2 2 2 
2 ^ ^xX^Xft hfl 

c^ = -^^nach(71), 



M 



4^'M% = ~?'^*^^4^xz/*x;*/i^ ^ach (75), 

(nach (69) und (72)). 
Daraus folg •. 

2 ^ P_ 9l 9Wf,fxlfnfifXfi 

^ ^n h ^fi fxXfi 



Erhebt man diese Gleichung noch einmal zum Quadrat, so folgt, da 
nach (73) 



ist: 



Nach (55) ist 

Ausserdem : 
daher: 



^x^X% = -a^ fnfxff.9n9x9f. 



4 __jr 9x9x9/nfxxfxfi hf l 

f f f f - — TaßtYTfir^TY^cc/^oß» 
'x'l ffilxXfi 

9 = 9n9x9h9a9ß9Y9ri 
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4 fxl fxfi fXfi fgßy fßy d fyda fdaß 

'^ 9a9ß 9^901x1(1 

oder, wenn wir die Producta f^x, fxfi, fxfi auflosen: 

4 ^_^ fxXgfxXßfxXYfxXdfx^gfxfißfxfiyfxfidfxiia fx ußfXfiyfXfidfaßYfßydfrSafdafi ^ 
**''"' 9a9ß9y9i 

Diese Formel können wir so darstellen: 

Das Product im Zähler ist zu erstrecken über alle diejenigen graden 
Indices m, für welche mxA/t ein ungrader Index ist; das Product 
TT(flra) dagegen über alle von x, A, ft verschiedenen primitiven Indices. 

§ 9. 
Es bleibt noch übrig, die Anfangsglieder 

UnX = ÄnXU + JB^xU' + C^xU" 

der 21 Functionen 0x^ zu bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir 
. in der Gleichung (47) : 

wo X, A, ft, V vier verschiedene primitive Indices bedeuten sollen. Es 
ist dann, da cjci = ist, 

Hier fallen fort die Glieder: x, A, ft, v, es bleiben übrig die vier; 

^) ^} ßy Y' ^s ^^^ i^un zunächst 

(xA, 0, xfiv) s= (xA, 0, ccßyX). 

Hier ist offenbar ^ = 0, i = A, -af=0, daher 

(xA, 0, xfiv) ^ mod 2. 

Ist dagegen a von 0, x, A, /m, v verschieden, so erhalten wir 

(xAa, a, x^va) = ((ivßyy xAfiv/Sy, xfiva). 

Hier ergiebt sich: 

K = x^Vf L = (iVy M = iivßy, 

Lm = xa, Ml = ^ivßya = xA. 
Es ist daher: 

(xAa, a, x^va) = xiiv \ xA« + ^« | ö: + xA | x^iva. 

Es ist aber 

xfiv I xAa ^ x/AV I xA + Xfiv \ a, 

xA I xfivcc ^xA I xfiv+ xA | a, 
xfiv I xA + ^^ I ^ftv ^ 1 niod 2, 
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weil von den drei Indices xfip^ xX, X^v nur einer ungrade ist. Mithin: 

(xAof, a, xfiva) ^^ 1 + xA ' a + ^/*^ \ a -\- xa \ a, 
dies ist 

Demnach ergiebt sich folgende Gleichung : 

(77) cx^.cA^reexA = (-i/'''"c^yx9yAexiae« 

Wir verfahren mit dieser Gleichung ebenso , wie früher mit (49). Das 
Anfangsglied der ungraden Function QQ^x ist CqUxx, das Anfangsglied 
von 0x;ia0a ist CxXaUa odcr CxXalaVa- Demnach ist 

(78) «x2 = ( 1/'' ' " -- "^Vr-'V ^ '« j,^ 

Hierdurch ist Ux^ linear dargestellt durch Vaj Vßy t?^; wo cc, ß, y 
drei beliebige von x, X verschiedene Indices bedeuten. Wir suchen 
jetzt den Coefficienten 

durch die unabhängigen Grössen a^ h, c auszudrücken. Nach Formel 
(51) und (64) ist 

^*o Ifi V Ja IX V 
^^kX^YkX 









Daraus folgt: 



H = 



^a^fiK ^axX^uxX^vxX fafi 



^ß^y ^ßxX^yxX faßy 

Wenn wir nun aus der Gleichung (68) die Werthe von Caxx, e^ixx etc. 
einsetzen; so wird 

eaxx ^fixX^vxX e^ ^ß ^ y ^ß ^y ^a x^ X %x ^aX ^fiX ^vX ^xX^ßxXiyxX ^ 

^ßxX ^yxX ^ ^a V^v ^«^^ ^« 'a* '" ^* ^^ ^/*' ^X»« V^ ^X^ ^«^'l ^/^«^ ^''»'^ 

Es ist aber: 

^ax^ftx^vx^Xx^ßx^yx = ^j^ j 

eaxefixevxCxxeßxeyx = e;i . 
Folglich : 

2 2 
^ttx ^^x ^yx ^0f2 ^^a ^v;i ^xA ^x ^;i 

^^x«yx ^ßX^yX CxX ^^x^^x^^X^U 

ScuoTTKY, Abel'sche Funct. 3 
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und daher: 

^axX^fixX %7cX e^ V ^y ^x ^X V ^y fßxX fyxX 

^ßxX^yxX ^ ^xX^a^ti^vK^fiK^xh^ßx^rx^ßX^yxfaxXff^xxfyxX 

Da femer 

ea eß Cy ex ex e^e^^= ^ 

isty so können wir setzen: 



«/» «y «« «-l 
«« «,i e» 


= 


4 4 *^ ^* 


• 


V*y 


4 


^xfßxxfyxX 


fa/ut 



Somit ergiebt sich: 

"^ T^ 1 1 ^ 222/» /• /• /• 

*x *A ^xl ^ßx *yx ^/Jil ^yjl Aaxl IfixX 'vxX Taßy 

Es ist nun zufolge (73): 

2222 /'*/»/» >/»6565 

2 2 2 2 (t. f f f f n^ /»* /»* AI* 

^ßx^yx^ßX^yX"^ g^ lßxlyxlßXlyXyß9y9x9l 



zufolge (75): 



und nach (71): 



Danach ist: 



e^^f" 



gtO- 



TT __ ^ß^Y ^« ^^ fßfyfxfxfßxxfyxX fg^v 

rg* Ijg Ix e^x fß'x fyx fßX fyX faxxffixX fvxX faßy 

Diese Formel wird vereinfacht durch eine identische Relation^ wefche 
zwischen den Grossen f besteht, und die leicht zu verificiren ist: 

fctfivfßyxfßyXfßxxfyxxfßfyfxfx = ffßyfßxfßxfyxfyxfxX • 

Aus dieser folgt: 

f ß fyfxfxfßxX fyxX fa/x v ffßyfxX ^ 

fßxfßX'yxtyX '^y^*ßy^ 

Dadurch wird: 

TT 9ß9y9n9x ffßyfxX 

''^^^xh ^xX fßyafßyxfßyxfxXafxXfi fxXv 

Lösen wir jetzt die Producte /J^y und f^x auf, so ergiebt sich: 
■^""iWxTT '9ß9yfß^xfyxxfßyf,fßyv' 

" XX XA 

Wir setzen jetzt: 

/7QX f9x 9x j 

(80) UxX = IxX VnX = IxX (ßxXU + InX U + C^X w") • 
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Dann ist Vxx bestimmt durch folgende Gleichung: 

(81) V^X={—^f'^^'' 9ß9Yfßnlfynxf^Ylif?Vy'^<' 

-^(—ly^^gygafYxxfaxlfYaßfYavVii 

+ i—^y^^^ffa9ßfaHxf(i»lfaß,ifafitVY. 

Die Coefficienten dieser 21 linearen Functionen sind also ganze 
rationale Functionen der Coefficienten von v, , Vj * * '^t ^®' Factor 
Ijtx ist, ebenso wie 1^ und exX/Af die vierte Wurzel eines solchen Aus- 
drucks; nämlich 

rlf,fxÄ9l 



(82) Ca 



fg'flx 



Zweiter Theil. 

§ 1. 
Nachdem wir durch die Aufstellung der Relationen zwischen den 
Moduln der Theta-Functionen dazu gelangt sind; diese Moduln durch 
eine Anzahl unabhängiger Grössen 

auszudrücken, werden wir jetzt die Beziehungen betrachten, welche 
zwischen den Theta-Functionen selbst und ihren Differentialquotienten 
bestehen. Es wird sich hier ein analoges Resultat ergeben. Der 
Quotient je zweier Theta-Functionen wird sich darstellen lassen als 
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function einer Anzahl von 
Werthsystemen : 

XfVf^] ^i;yi;^i; ^2yy29hj ^3>y3»^3J 

deren jedes einer homogenen Gleichung G (Xj y, ^e?) = vom Range 3 
genügt; während die einzelnen Werthsysteme von einander unabhängig 
sind. Aus denjenigen Relationen, welche zwischen den Grössen 6 und 
ihren Differentialquotienten existiren, werden wir weiter den Schluss 
ziehen; dass sich die Argumente u, u, vi* durch Integrale erster Gattung 
der Grössen (x^ y, z) etc. ausdrücken lassen. 

Zunächst betrachten wir diejenigen quadratischen Relationen; 
welche zwischen den 28 ungraden Theto.-Functionen bestehen ; hieraus 
wird sich die algebraische Grundlage für die ferneren Untersuchungen 
ergeben. 

Alle diese Relationen entspringen aus der Gleichung: 

7 
a = 

durch besondere Wahl der Indices Je, l, m. Die Natur dieser Beziehungen 



8* 
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wird klarer erkannt^ wenn man statt der Grössen 0« andre, 6^} ein- 
fuhrt, deren jede sich von dem entsprechenden nur um einen con- 
stauten Factor unterscheidet. Dieser Factor soll so gewählt sein, dass^ 
wenn 0;« und öm grade Functionen sind, Om den Werth 1 erhält, wenn 
die Argumente u, u, u" gleich Null gesetzt werden. Ist dagegen der 
Index m, und somit die Function 6^, selbst ungrade, so soll der Factor 
in der Weise bestimmt werden, dass das Anfangsglied in der Ent- 
wicklung von Cm nicht Um = A^u + ^mw' + Cmw", sondern Vm = «mU 
+ 6m«*' + CmW" ist; was wegen der Gleichung w„, = ImVm jedenfalls 
möglich ist. Danach ist: 

für grade Indices m -. Qm = Cm^mt 

für ungrade : 0;„ = Im^m» 

Es wird sich dann zeigen, dass die in den Relationen zwischen 
den Grössen 6m vorkommenden Coefficienten sich rational durch die 
Grössen (a^, inj Cx) (x = 1, 2 • • • 7) ausdrücken lassen, und zwar als 
Producte von den Determinanten- Ausdrücken : 

Diese Umformungen beruhen auf den Gleichungen (68) bis (79) des 
ersten Theils, ausserdem auf den identischen Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Produeten e, e», dtx und ihren Factoren exx^i- 

Wenn wir von den linearen Relationen zwischen den Quadrate/2 
der Theta-Functionen absehen, so haben alle quadratischen Gleichuflgeü 
zwischen den ungraden die Form: 

AQaQb + ÄQaQf + 4"0«' 06 + ^'"0a' 06" = 0, 

wo Ay A'f Ä'y A'" constante Grössen bedeuten, und die Indices a, ft, 
a\ V etc. den Bedingungen 

ab = a = a =a b 

genügen. Es sei nämlich m irgend ein von verschiedener Index. 



a» 


6x 


Cn 


ax 


hx 


Cl 


dfi 


b. 


^/* 



*) Das Vorzeichen dieser Gleichung erhält man leicht in folgender Weise. 
Fasst man die beiden Gruppen von je 4 Indices, mit denen die Grössen f behaftet 
sind, auf, und greift irgend einen Index der ersten Gruppe heraus, z. B. axX, so 
ist a mit %X verbunden. In der zweiten Gruppe ist ß mit x/l verbunden; daher 
bilden wir a | p. Es ist ferner in a%X x mit aX verbunden; in der zweiten 
Gruppe V mit ctX\ daher haben wir x | v. Drittens ist X mit ax, in der zweiten 
Gruppe ft mit ax verbunden; dadurch entsteht A | /u. So erhalten wir im Ganzen 
das Vorzeichen ( — i)«l/*+*l*'+^l/'. Wir würden denselben Werth, nur in ver- 
ändertem Ausdruck, erhalten haben, wenn wir statt a%X irgend einen der drei 
übrigen Indices der ersten Gruppe herausgenommen hätten. 
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Dieser muss sich im Ganzen auf 32 Arten in zwei verschiedene In- 
dices a, h zerlegen lassen. Von diesen 32 Zerlegungen wird die Hälfte 
so beschaflfen sein, dass der eine Index grade, der andre ungrade ist. 
Bei den 16 übrigen wird entweder a und h grade, oder a und b un- 
grade sein*, und zwar wird die Anzahl der Zerlegungen der ersten 
Art 10, die der zweiten Art 6 betragen. Ist z. B. m = x, und a, ß, 
y, d, €, 5 die 6 übrigen primitiven Indices, so erhalten wir eine Zer- 
legung von m in zwei grade Indices a, 6, wenn wir setzen: a = aßy, 
J s= tffg; in zwei ungrade, wenn wir a = a, b = ax setzen. 

Zerlegen wir nun m auf verschiedene Arten in ein Product zweier 
Indices, welche beide grade, oder beide ungrade sind: m =^ aby 
m = ab' etc., so sind die Producte: 

6a ö^, 6a' ©6' etc. 

nach def^Definition des § 3 grade Theta-Functionen zweiter Ordnung 
mit der Charakteristik (fi*", v"*). Die Anzahl der von einander linear 

unabhängigen Functionen dieser Art beträgt nach § 3: ^ =4; daher 

muss zwischen je 5 derselben eine lineare homogene Gleichung be- 
stehen. Wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, so ver- 
schwindet das Product Gaö^, wenn a, b ungrade Indices sind; dagegen 
erhält es einen von Null verschiedenen Werth, wenn a und b grade 
Indices sind. Daraus folgt, dass, wenn wir von den 5 Producten 
0a 0*; 0a' 06' ctc. iu ciucm die Indices grade, in den übrigen ungrade 
annehmen, der Coefficient des einen Products gleich Null sein muss. 
Mit andern Worten: Wenn 

m = ab, m = ab\ m = a'b" etc. 

die 6 möglichen Zerlegungen^^des Index m in Producte jö zweier un- 
graden Indices sind, so sind je 4 der 6 Functionen 

0a06, 0a'06', 0a "06" etC. 

durch eine lineare homogene Gleichung mit con stauten Coefficienten 
verbunden. 

Der Index m kann nun die drei verschiedenen Formen x, xA, xAft 
haben. Es seien a, ß, y, Ä, x, A, ft die 7 primitiven Indices in irgend 
welcher Reihenfolge; dann erkennen wir zunächst, indem wir m = ;c 
annehmen, dass durch drei Glieder der Gruppe 

0a0ox> Q(iQ(ixy 0y0y<> Qd^dx; QxQxx) Q/uQ/ix 

sich die drei übrigen linear und homogen ausdrücken lassen; wenn 
wir m = xk setzen , dass dasselbe gilt für die Gruppe 

QaxQaXf QfixQ/ily Qy'^^Y^^ 0(^x0^^, QfixQfiX, QxQx] 
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endlich; wenn wir fn = xXfi =: aßyd setzen, ergiebt sich dasselbe fOr 
die Producte 

QxQlfi} QxQfiXf 0/i0«l; 9a(j9/^y» 9/jaöya, Öydöff/?' 

Dieselben Eigenschaften übertragen sich natürlich auf die 6. 

§2. 

Alle diese Gleichungen zwischen den ungraden 6 oder 6 sind 
enthalten in der Fundamental-Gleichung (1). Wir heben aus ihnen 
drei hervor, durch welche die algebraischen »Beziehungen, in denen die 
28 Functionen unter einander stehen, vollständig definirt sind. 

I. Wir setzen zunächst Ä = 0, Z = x, m = A/[t. Dann erhalten 
wir, da c*<== ist: 

7 

Diejenigen Glieder dieser Summe, die sich auf die Indices 0, x, k, [i 
beziehen, fallen fort, da in ihnen entweder CaMi/i oder Cain gleich 
Null ist. Die Summe ist also nur zu erstrecken über die 4 primitiven 
Indices a, j3, y, d. Es ist nun 

(a, xa, l^a) =* (ßydxX^j xa, ßydx)] 
daher: 

K=x, L = jSydx = «Afi, Jlf==x; 
mithin : 

oder, da 
ist: 

Wir erhalten demnach: 

axX^i können wir ersetzen durch ßyd. Unter dem Summenzeicheu 
steht dann ein Ausdruck, der in Bezug auf die Indices ß, y, d sym- 
metrisch ist. Durch Vertauschung von a, ß, y, d unter einander erhält 
derselbe vier Werthe; die Summe dieser vier Werthe ist Null. Dies 
bezeichnen wir so: 

S U—iyYi\^CfiyöCaX^iQaQaA=0. 

Dividiren wir diese Gleichung durch Cq^, und ersetzen jedes Q„t durch 
lm<^m) so ergiebt sich: 

S U-'iyr^^''eßyieaXfiUaK^aOax] =0, 



(a, xa, XfLo) '^x\a-\-0\xcc-\-a\ k^a] 
a I k(ia ^ Afia I a mod 2 
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Nun ist, nach (68) und (79): 

(da die Identität stattfindet: 



^a^n^X^fi V^y 






7 7 JL ^"^"^ 

('aiaM ^^ rat l e i 

folglich : 

7 7 _?*/. ^aX^f x^X fA^xX^Mfi 9a9x 

Ferner ist, nach (73) und (75): 

^aX^annfi ^ fqxfgfAfXfi 

elel^^ f fafxf^9a9x9^' 

und dieses ist, wie aus der Identität (55) hervorgeht: 

^ f' 9a9x9f, 

Mithin ist: 



ptnl 



Wenn wir diesen Werth des Coefficienten in die Gleichung einsetzen, 
den gemeinsamen Factor aller Glieder aber fortlassen, so erhalten wir: 

S ((- X)^^^\^fyinii^n1hn<ia<ia^ « 0. 

IL Wir setzen femer: 
Dann ergiebt die Hauptgleichung, da wiederum Cki=^ ist: 

7 
a=0- 

Hier fallen diejenigen Glieder fort, welche sich auf die Indices x, A, 
/i, V beziehen. Nennen wir die drei übrigen o;, /3, ^, so ist demnach: 

Es ist nun zunächst 

(x, A, A(Ltt/) = (aßyX^v, aßyxfiv, aß'yx)'j 
daher: 

K = aßyx = Afii/, L = «jSy = xXiiVy Jf = aßyfiv = xA; 



1 
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mitbin: 

(x, A, Afiv) == Xfiv I X + X I A + X I A^v, 

und dies ist ^ee X \ x mod 2. 

Bei der Bildung von (xa, Xa, X^va) ist K =^ Xa, L ==^ a, M = a] ^ 
mithin 

(xa, Aa, X^va) = Aa j xa + ^f*^ | Aa + A | Afti/a. 
Durch Zerlegung finden wir 

Aa|xa^A|x + A|a + a|x + a|a, 
Afiv I Xa ^ Afiv I A + A/[tv | a, 
A I X^Lva^iX I A^v + A I a; 
mithin, da X^ilv | A + A | Xfiv = mod 2 ist: 

(xa, Aa, Afiva) ^A|x + a|a + a|x4- ^1^*^ I «• 
Dies ist congruent \ -{- X \ h -^ anX^iv \ a\ somit ergiebt sich; 

Diese Gleichung lässt sich, ähnlich wie die vorige, in folgender Foroi 
schreiben : 

oder, wenn wir die Grössen einführen: 

Nun sind noch die Coefficienten in einfacherer Form darzustelleii. 
Nach (68) ist: 



e^..e^..e. 



daher: 



Ebenso ist: 



^fiyX ^«x^g^^gy ^x > K fxfx v 



■■f. 11 I I SSSS — _— ^-^— .^H^..^^— — ■ I ■■■■ • 

Endlich folgt aus (79): 

hxKx ^ r 9l9x9x 

*x*A ^ y ^a^'yJx^ax^al 

Die Multiplication dieser drei Gleichungen ergiebt: 

^ßyX^ßyx^axhx __ f^ ^a fi^av ^/n h^gffx 9xfx/iiv fXfiy 
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Nun ist 

dadurch geht der vorstehende Ausdruck über in: 

9 9fi9if fafufvfßyttfßrX 

Hier wenden wir wieder die Formel an: 
Dadurch wird 



oder, da 



ist : 



^/?y;i^/jyx^ax^a^ 9a9x9x fx fiyfXiAv fativffi xxfyxX 

^xfivhnvhh 99f,9v ffiv 

tfiv =^ JxfAvtXfAvtauvtfinvtrtivi 

9 = 9a9x9x9f,gv9[i9Y 



S i 



^ ßyX^ßyx^ax^aX J t^2:!y^^ , 

^Xfiv^Xfivhh 9fl9y9l^v ^ItM^fy/av 

Nachdem auf diese Weise die Ausdrücke der Coefficienten transformirt 
sind, nimmt unsere Gleichung folgende Form an: 

(_ i)/^rl«^4^ -^-\\ = ^^<^x. 
ittuvtyfiv 9^9y9],gl] 

IIL Eine dritte Relation zwischen den ungraden erhalten wir, 
indem wir setzen: 

Dann ergiebt sich: 

7 

CüC^Xt.QxQx^ = ^l{-\y^^^^f'^^^^^^)CXf,6aCxäaQda%Xf.6a\' 

a=0 

Hier verschwinden die Coefficienten für die Werthe 0, x, l, ^, d des 
Summations-Index a. Diese Gleichung nimmt deshalb, wenn wir durch 
a, /3, y die drei von x, l, ^, d verschiedenen primitiven Indices be- 
zeichnen ^ die Form an: 

CoC^Xf.e^ei^== S \{—^y^"^^^^^'''''^''hXf,daC^^aeeae^X^öa[y 

a,fi,y ( 1 

oder, da xX^da =^ ßy ist: 
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Nun ist 

(da, ßy, xdcc) = {da, ßy, A/it/Sy). 

Bilden wir hier wieder die grossten gemeinsamen Theiler der Indices 
k =1 da, l = ßy, m = ^f*/Sy, so erhalten wir: 

K=ßy, L = 0, Jtf = 0; 
es ist also 

(Äa, /Sy, xda) = jSy | da + xSa \ ßy + ßy \ xda, 

und dies ist ^ ßy \ da mod 2, da von den drei Indices xda, ßy, 
xSa ßy zwei ungrade sind^ der dritte grade. Wir erhalten demnach: 

oder: 

Nun haben wir den Coefficienten : 

umzuformen. Wir bilden zunächst: 






Es ist nach den Formeln (68) und (79) des ersten Theils: 
daher : 



= _ ^l^lSl^lllly^ 



Nun ist nach (69) 



Daher : 



mithin : 



^V«xC^«y^x2j^y/*X^; 



72 72 72 12 76 






^^^2^^'i/x/x/Jy 

Nach (71) und (72) ist aber: 
folglich : 

^ f QjxßY 

Da nun 



V 7 * 7 * 



l 



X 



h ^x ^xXfihfi 
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ist; so erhalten wir: 



V = -? — :rT-~z T-^~4^ — 



/ 9x^xX^Hfi fxßyfxad 

Es ist aber: 

^xl^Mfi ^^ gi 9x9x9 nlxlIx^L^ 

mithin ergiebt sich: 

Q j^^ IxfxXfl * ^ 

yxylifxxfxnfxßyfxad 

Nun ist, wenn wir die Producte f^^ fnXj fxfi auflösen: 

7^-7 =" fxaßfnayfxadfxßYfxß^fitrd'^ 

ixX'Xfi 

folglich erhalten wir: 

Q tx yqixßiixa fiixyd 

V 2 2 ~ ' 

9x9l 
Durch diese Umformung der Coefficienteu nimmt die aufgestellte 
Gleichung folgende Gestalt an: 

Dadurch ist jetzt folgendes System von Relationen gefunden : 
(A) S [{-\yri\'^fy6xfößxUrx<5^^.x\=0, 



(4) 



ffßtY'^ 



(B) S |(- iyr\<':^'J^ ^^^^\ = <^»<»i. 



(C) S {(- lyrl'^f.y^f.pif^aßfnriOßrOai} = 9l9l<f, o,^. 

§3. 

Wir gehen aus von der ersten Gleichung dieses Systems. Das 
Product öjc(Sx(fxX bezeichnen wir durch q)xxi 

Die Gleichung (A) zeigt dann, dass zvnschen den vier Grossen 
9a X, g>fixf (Py*, (Pdx eine lineare Gleichung 

S {{-^iyr^\-fyUdß,fi,y,q>ax}=0 

besteht. Hieraus folgt , dass sich die 21 Grössen tpxx durch sechs 
unter ihnen linear darstellen lassen. Denn es lässt sich q)^^, <p^Q^ <p^^ 

durch 9>^2, tp^^, 9^,4 ; gj^S? 9^26» 9^27 i^^<^^ 9^12; 9^23» 9^24? ™<1 9zi} 9^361 

9)37 durch 9,3; 9239 934 darstellen; endlich 95^; 9^7^ 9^7 durch die 
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schon dargestellten ausdrücken; so dass schliesslich alle (pxi lineare 
Functionen von tp^^, 9i3; ^u, 9^23? 9^24? 9^34 werden. Um aber die 
Symmetrie zu wahren, wollen wir die 21 Grössen tp^x durch sechs 
neue Grossen, die von den Indices unabhängig sind, ausdrücken. 
Wenn wir eine quadratische Form aufstellen: 

und in dieser für g, i^, 5 die gemeinsamen Werthsysteme der beiden 
Gleichungen ax6 + 6<^ + CxJ; = 0, a^S + ftaiy + CiJ; = einsetzen: 

S = hxCi — Cxhxy 7] =^Cxax — a^cxf ^ = axbx — b^ax, 
so lässt sich zeigen, dass zwischen den 21 Ausdrücken <t>xX) welche 
wir so erhalten, dieselben Gleichungen bestehen, wie zwischen den 
Grössen <pxx- Zu diesem Zweck bilden wir die Summe 

S= S U-iyy^^"fy6.f6ß.ffiy>c<i>aA 

und betrachten in dieser aa, 6d; Q als veränderliche Grössen, die 
übrigen Parameter dagegen und die Grössen L als Constanten. Setzen 
wir dann ae =^ aa, id = ba, Cd = Ca, so verschwindet der Factor 

des zweiten und dritten Gliedes; die vorgelegte Summe reducirt sich 
daher auf folgende : 

Nun ist, unter der gemachten Voraussetzung: 

<t)ax = <t)dx; 

es ist also 

Ä= ((- l)/*ydl«+ad!yx + aJi^x + (_ \Y?r\^)fß,xfya.faß^<i^ön. 

Nun ist aber 

ßyö\a -\- ad\'yK -\- aS ßx ^ 1 +aj3y|d mod 2; 
folglich ist S = 0. — Ebenso lässt sich zeigen , dass S verschwindet, 
wenn {ad, id} Ci) = {^(i} ^/*j 9) oder = (ay, 6y, Cy) gesetzt wird. 
Endlich ist offenbar, dass jedes Glied von S, und zwar von der zweiten 
Ordnung, verschwindet, wenn (a^, &,f, cj)=(ax, 6x, Cx) gesetzt wird. 
Nun ist aber S eine homogene quadratische Function von (aj, 6<r, q); 
da diese an einer Stelle von der zweiten Ordnung, und ausserdem an 
drei andern unabhängigen Stellen verschwindet, so muss sie identisch 
gleich Null sein. Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 

Daraus folgt nun, dass alle 21 Grössen (t>xx dieselben Functionen 
von 0,2, 0|3 • • • ^34 sind, wie q)xx von g?,2> 9i3 ' ' ' 9^34- Daraus geht 



ad hd 


Cd 


aa ba 


Ca 


an bx 


Cr. . 
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hervor, dass, wenn wir die sechs Grossen L so bestimmen, dass die 
sechs linearen Gleichungen 

erfüllt werden, allgemein g?^^ = 0^2 ist. Auf diese Weise sind also 
die 21 Grössen 9?xz = <^x<^2^xa in folgender Form dargestellt: 

§4. 
Wir führen nun eine Anzahl neuer Bezeichnungen ein. Das Product 
aller sieben Grössen (T, , ^2 ' * ' ^7 ? bezeichnen wir durch tT ; ferner das Pro- 
duct von Ox X in diejenigen fünf der Grössen ^xi^2"'^'iy deren Indices von x 
und A verschieden sind, mit %kx\ endlich das Product von tT in das Quadrat 

irgend einer der 28 ungraden <r- Functionen 'arcrj^ mit ^^« Danach ist: 

IS = (^1 (^2 ^3 <^4 <^5 <^6 <^7 
^kX = (J*(Jx<fxX 

%itX = ^ia^^^iy^ii^v^nX = 



(6) 



®<^xi 






m m 



Es ist dann ^>xx ein Product dreier, i^i ein Product von sechs, ^^ von 
neun 0- Functionen, und es ist offenbar 

Wenn wir diese Ausdrücke in die zweite und dritte der Glei- 
chungen (3) einführen, so erhalten wir: 



(7) 



(A) S U- iy^^'''fxrafxfiif»aßf»Yi(p/ir'pai] ='9lglXx, 

(B) S /(- iy/> /^xi.W^.ZaA 1 _ ^^^ 



Die erste dieser Gleichungen wird aus der letzten Formel des 
Systems (3) gewonnen, indem man dieselbe mit öatf^Oy^d multiplicirt, 

die zweite, indem man (B) mit — - multiplicirt. Diese Formeln lassen 

sich nun in folgender Weise auffassen. Durch die Gleichung (5) sind 
die Grössen q) dargestellt als homogene lineare Functionen der sechs 
Grössen L. Setzen wir diese Ausdrücke in (A) ein, so verwandelt sich 
Xxjii in eine homogene quadratische Function derselben Grössen; die 
beiden letzten Gleichungen zeigen dann, dass ^x; txx kubische Func- 
tionen dieser Grössen sind. Wenn wir dies festhalten, so zeigen die 
Gleichungen (6), dass nicht nur das Quadrat jedes Quotienten zweier 
ungeraden (T- Functionen, sondern auch allgemein jedes Product beliebig 
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vieler solcher Qaotienten — , --, — etc., wenn nur der Gesammt- 

Index desselben ahaV a'V'"* gleich dem Index ist, sich als eine 
rationale Function der Verhältnisse der Grossen L darstellen lasst. 
Weiter aber zeigen diese Formeln ; dass zwischen den sechs Grossen 
L eine grosse Anzahl homogener Gleichungen, sämmtlich von der 
sechsten Ordnung, besteht. Denn aus der zweiten und dritten der Glei- 
chungen (6) folgt: 



daher ist: 



% 2 
tßl ® ' 



^ßX 9aM ^ ^ß^X^a<^» ^ ^ß* Vgl . 
ZßX tax ®' ZßM tax ' 

?^ ?yi ?^/f. = "^J^r^^X^ = — = J_ . 

laß tyd ZXfi ©^ ©a* ^^ ' 

daher ist, für beliebige Indices: 

I^ßxZßxtx-=-q>ßxXßx^x, 
(paM(PßXXaXXßx = ^aX^ßxXanXßXj 
fPaß(pydfPXti^H = XaßXrdXXfi\ 

und alles dieses sind, wenn wir für die Grössen 9?, %, ^ ihre Aus- 
drücke durch die L eingesetzt denken, homogene Gleichungen sechster 
Ordnung zwischen den Grossen L, Freilich können nur zwei von 
diesen Gleichungen unabhängig von einander sein ; die übrigen müsden 
sich als Folgerungen derselben ergeben. 

§5. 

Wir brechen jetzt diese allgemeinere Betrachtung ab, um zu unter- 
suchen, was aus den Ausdrücken (f, Xy i^ wird, wenn wir durch eine 
gleich anzugebende willkürliche Relation unter den Grössen L die Ver- 
änderlichkeit der Argumente beschränken. 

I. g>xx ist nach der Gleichung (5) durch eine quadratische Form 
dargestellt. Wir setzen die Determinante derselben gleich Null: 

I/,, i,2 i,3 



(9) 



iyji Xy22 -^23 
•^31 -^32 -^33 



= 0. 



Alsdann zerfällt die quadratische Form in ein Product zweier Linear- 
factoren: 

(fxx = i^x + riy + S^) (S^' + ny + S^'); 
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oder, wenn wir für |, ^, J; die Werthe dieser Grössen einsetzen: 



(fxX 



X y 
Gfx hy. Cx 
ax bi Cx 

Wir multipliciren die einzelnen Factoren, um sie in Bezug auf x, 
X symmetrisch zu machen, mit dem altemirenden Vorzeichen ( — 1)" ' ^ 



X 


y 


z 


ax 


&x 


Cx 


ax 


li 


Cx 



und bezeichnen 






X y z 


(- 1)« ' ' 


üx hx Cx 


- 


ax h Cx 



durch F(^x, y, z)xx. 



Alsdann ist 

(10) (pxi = F {X, y, 0)xx F {x, y, z)xx^ 

Wir k'önnen uns (ar, y, z) als die homogenen Coordinaten eines 
veränderlichen Punktes in einer Ebene, (a, , 6| , c,) • • • {a-i b^ c^) als die 
Yon 7 festen Punkten yorstellen, und diese Punkte selbst durch die 
Zahlen 1, 2 • • • 7 bezeichnen. F{Xy y, z)xx'=^0 ist dann die Glei- 
chung derjenigen Graden, welche durch die beiden Punkte x, X hin- 
durchgeht. Dadurch ist diese Function charakterisirt, wenn ausserdem 
noch der Werth von F {x, y, z)xx in einem dritten Punkte ii gegeben 
ist. Fxi ist also bestimmt durch die Eigenschaften: 

Fxx = in den Punkten x, A, 
(11) ■ ' ' 



{ 



= (— l>"l''Y^x;i im Punkte fi. 
II. Setzt man in der ersten der Gleichungen (7) für die Grössen 
g) die eben gefundenen Ausdrücke, wobei der Kürze wegen F^iy für 
F (Xf y^ z)ßY> Fßy f ür JF' {x', j/', /)^y geschrieben werden soll, so er- 
hält man: 

9\9\%x^ = S ((- \yy\-^fxyaf>cßöf^aßUyiFßyF,öF'ßyF;,A. 

Hierdurch ist, wenn wir {x\ y\ z') als constant auffassen, xxfi definirt 
als eine homogene quadratische Function von (rr, y, z\ die oflFenbar an 
den vier Punkten a, /J, y, 8 verschwindet. Sie verschwindet aber auch 
im Punkte x. Denn in diesem wird nach (11): 

der Ausdruck auf der rechten Seite geht daher über in: 

(- ^r^''^''^fr.yaUßöfy.aßf.yöf.ßyUaöS {(- \)Pr \-^ FßyF^ A . 

Wir betrachten nun den letzten Factor dieses Products. Vertauschen 
wir {x\ y\ z) mit (acj, bs, c ), so geht 

F^y in (- iyy\^fößy, F^o in ~ Faö 
über; daher der Summenausdruck in: 
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Von dieser Summe, die eine lineare Function von rr', y, z dar- 
stellt, ist zu zeigen, dass sie identisch verschwindet. Dazu ist nur 
nothig, zu zeigen, dass sie in den drei Punkten a, /S, y verschwindet. 
Dies aber geht unmittelbar aus (11) hervor. Denn setzen wir z. B. 
(x\ y /) = {ayf 6y, Cy), so wird 

daher: 

(- !>"''''/•<><*.■?'«» = (- ^y^' + '^^fi^iy , 

(- 1)'''' ' "Ur^Ffiö = (- 1)« 1 /»+ )' 1 »f»^,fi,a, 

(-i)«/»i''/>„^JVd = o. 

Somit muss diese Samme, uud aach die ursprüngliche identisch Kul\ 
sein. Es gelten also die beiden Relationen: 

(a) S\{-iyr\af FaA=0, 

(b) SU-^\yy\-^F^yFaö\ = 0. 

Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass die quadratische Function, 
durch welche Xin dargestellt ist, ausser an den Punkten a, /S, y, d auch 
noch im Punkte x verschwindet. Dadurch ist aber %a/< bis auf einen 
von X, y, s! unabhängigen Factor bestimmt; uud da xx^ symmetrisch 
ist in Bezug auf beide Werthsysteme, so folgt, dass xxfif ebenso wie 
qjXft) in zwei Factoren zerfallt, von denen der eine nur x, yy 0, der 
andere nur x\ j/', z enthält. Diese Zerlegung nun lässt sich mit Hülfe 
der gefundenen Formel wirklich ausführen. Wir bezeichnen für den 
Augenblick die Producte 

FßyFady FyaFßSi FaßFy^ durch P,, Pj, P3, 
FßyFai etc. durch P/, Pj', P3', 

f>cßyfy.ad etC. durch jp,, ^2) i>3; 

und die Vorzeichen 

{—\yr\aö^ (__ \ya\ßd^ (^_ \)aß\Yd durch £i, £2; £3. 

Es ist dann offenbar: 

e,F,'+e,F,' + e,P.; = 0, 

^iJPl +«2JP2 + hP2 =0, 
c I c .) Co ^^~ ~~~ A . 

Die vorletzte Gleichung wird aus (6) dadurch erhalten, dass mau 
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(Xy i/y z) = (ax, &x; ^x) setzt. Wir eliminiren nun die Grossen P3, 
^3'» JPo- Dadurch geht der Ausdruck von 9\g^t^Xx^ über in folgenden: 

9x^9^^ tx^^ P2' PxPi+ Pi'P2 P2 - Pi Pi (Px P2 + A Pt) 

= (i>2-Pt - Pi P2) {PtPi - PX P7)' 

Wir bezeichnen nun die Function zweiten Grades 

(_ i)«n>-fJ|y ft^'-P'^« durch G(x, y, e). 

9i9fi 
Alsdann ist 

tk^ = G(x, y, z) G{x\ y\ z). 

Diese Function zweiten 6rades G{Xy y, z) hat, wie wir bewiesen haben, 
die Eigenschaft, an den fünf von A, /it verschiedenen Punkten zu ver- 
schwinden. Im Punkte X selbst ist, wie aus (4) hervorgeht: 

Pi = C- ly '«'""'/i /» r A .<> , -P, = (- 1)' I "-»"'/i r«/i /» * ; 
daher erhalten wir: 

fxyafxßdflßyfxad "~ fit^rfi^ adflyafxßd 

Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wie aus (2) folgt, 
mithin ist: 

Ebenso ist: 

G{a^, h^y C;,) = 

Die Function G(x, y, z) ist auf diese Weise charakterisirt durch 
sieben Bedingungen. Diese sind symmetrisch nach den beiden Indices 
A, II einerseits, und den davon verschiedenen a, /}, y, ö, x andrerseits. 
Daher können wir diese Function durch G{x^ y, z)xfi bezeichnen. Dem- 
nach erhalten wir: 

(12) • xx^ = G{x, y, z)x^ G (x', y\ z')x^ , 

wo die Function Gx/^ definirt ist durch die Gleichung: 

(c) (- 1)« I ß+ö I yiUrafnßyFßyFai - f.ßyUaöFyaFß^) = gxg^Gi^ , 
und auch durch die Eigenschaften: 

IGxfi = in den Rinkten a, j3, y, d, x, 
= > — -^ im Punkte A. 
9x 

Zu den beiden Gleichungen (b) und (c) wollen wir noch zwei ver- 
wandte hinzufügen. Es stellen nämlich die sechs Grössen 

Gxfif G^y, GxX, FßyFad, FyaFß^, FaßF^d 
ScHOTTKT, AbePgche Faact. 4 
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sämmtlicli Functionen zweiter Ordnung dar, die in den vier Punkten 
a, ß, y, d verschwinden. Zwischen je drei derselben muss daher eine 
lineare Gleichung stattfinden. Es muss daher auch F^^Fad linear 
durch Gnfxy Gifi ausdrückbar sein, und endlich zwischen Gi;*, Gr^inf 
Gnx eine lineare Gleichung bestehen. Um die Coefficienten der 
Gleichung 

zu bestimmen, setzen wir (rr, y, ß) = (a^, 6^, c^); dann wird 

daher ist: 

Ebenso ist 

wir erhalten daher: 

(d) Fi^yFaö = (~ iy^^(9lfxßyfxaöG,X - 9^UfiyUa6G^^). 

Ebenso werden die Coefficienten der Gleichung 

AGxf. + BGf,^ + CG^z=^0 
bestimmt; für (a?, y, z)z= {a^^ b/^^ Cf^) geht dieselbe über in: 

wir können deshalb setzen: 

so dass die Formel die Gestalt annimmt: 

(e) (_ \Y^^\^Gxf, + (- \Y-\^G^^ + {^ \y^\^G,i = 0, 

Durch die vier Identitäten 6, c, d, e ist die Form der Relationen 
zwischen den aufgestellten sechs Grössen vollständig festgestellt, ebenso 
wie durch die Gleichung (a) die Form derjenigen Relationen, welche 
zwischen 

Fax, F^jx, Fyx) Fjx, Fxx, F^x 

bestehen. 

in. Wir setzen jetzt die für die 56 Grössen ^xa, XxX gefundenen 
Werthe in den Ausdruck von ^x ein: 

rpy = S /(— lyy I " fßxxfYxxFqx^axFax^ax ] 
«»/*.yl 9^9y^f^9tfßfivfyfiv j 

Fassen wir diesen Ausdruck auf als abhängig von {x, j/, z) allein, 
indem wir x, y'y z als Constanten betrachten, so stellt er eine homo- 
gene Function dritter Ordnung dar. Fassen wir irgend eine der Grössen 
auf, aus denen die Summe zusammengesetzt ist, z. B. F^xGaXi so 
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sehen wir, dass diese an den Punkten a, j3, y, fi, v von der ersten, 
an der Stelle x aber von der zweiten Ordnung verschwindet. Denn an 
der Stelle tc verschwindet i^ax und GaXy an der Stelle a: Fax, und an 
den Stellen /J, y, /it, v: Gax* Diese Eigenschaften sind allen drei 
Gliedern der Summe gemeinsam, und übertragen sich also auf den 
ganzen Ausdruck. Ausserdem aber ist zu zeigen, dass der ganze Aus- 
druck auch an der Stelle X verschwindet. An dieser wird: 

J^ ax — V — ^1 If^^^i ^a^ = - j 

daher: 

^^= S [(— iyyl«-f^lx2 fg^^fpnlfrnxKn^ U) ^ 

Das Verlangte wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass die 
IdentitILt 

(f) S \{r'\y^^-9afa^.Fa,G,A 

stattfindet. Nun ist nach der Formel (e): 

Diese Gleichung multipliciren wir mit fafivFax und vertauschen 
dann die Indices a, j5, y cyklisch. Wir können hierbei ( — l^Iy durch 
a{ — lyyl« ersetzen; der Werth des Zeichens € ist dann alternirend in 
Bezug auf a, /S, y und bleibt deshalb bei cyklischer Vertauschung 
dieser Indices ungeändert. Wir bekommen so drei Gleichungen; die 
erste derselben ist: 

/a/4V-^ajr//?/My */?»// XV -^y/t — fyti-vFyttfa^vFaxf^HvFß^ 
= (~ \Y\^Bgx{- iy^\^gafa,..FaxGaX. 

Bilden wir die Summe dieser drei Gleichungen, so ergiebt sich oflFen- 
bar auf der linken Seite Null, während auf der rechten derselbe Aus- 
druck erscheint, welcher in der Gleichung (f) vorkommt, nur mit 
einer Constanten multiplicirt. Damit ist die Gleichung (f) bewiesen. 
Setzen wir nun in derselben (rr, y, z) = (ax^ bx, cx), so erhalten 
wir noch die Parameter- Gleichung: 

(f) S U-iyr\-gafanxfaf.v\=0. 

Hieraus geht nicht nur hervor, dass if;„, ebenso wie die früher 
behandelten Ausdrücke, in zwei Pactoren zerfallen muss, sondern es 
lässt sich auch diese Zerlegung direct ausführen. Wir führen folgende 
Abkürzungen ein. Es mögen 

^ax^aX F^x^ fiX ^jx^X 
faxX ißxX /yxA 
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durch Jfa, Jfy*, My\ die entsprechenden Functionen von {x\ y, xf') 
durch May Jf/, Jf/; die Grössen 

durch Wa, mßjfny bezeichnet werden; endlich die Vorzeichen 
(_ iyY\a^ (_ l)y«l/J^ (_ l)a/JIy durch £«, aß, Sy, 

Es ist dann: 

^x — - g— g , 

und, nach den Formeln (f, f): 

Safna Ma + BßtnßMß + fytnyMy = 0, 
SafnaMa-i- SßtnßMß '\' £ymyMy = 0, 

fffW« + Sßmß + £ymy = 0. 
Die drei letzten Gleichungen benutzen wir dazu^ um in dem Ausdruck 

BafnaMaMd + SßtnßMßMß + SymyMyMy == M 
die Grossen niyy My, My zu eliminiren. Hierbei ergiebt sich: 

£ymyM^ {SamaMa+ SßfnßMß) {ßamaMa + SßtnßMß) 

— {sania + eßfnß) {sainaMaMd + BßfnßMßMß) 
= eym^niß {MaMd + MßM/ - M^Mß - MßM^)', 
daher: 

Setzen wir dies in den Ausdruck von ^^ ein, indem wir den Constanzen 
may niß, nty ihre Werthe beilegen, so erhalten wir: 

oder, wenn wir setzen: 

If'YiffAifv'Y^v 

tx^S {x, y, z) H {x\ y, /). 
Dieser neu definirte Ausdruck 

ifyiffiifl, IflJlv 

ist nun eine kubische Function von (a?, y, z)y die an allen sieben Stellen 
verschwindet, an der Stelle x aber von der zweiten Ordnung. Er ist 
symmetrisch in Bezug auf die drei Indices y, ft, v einerseits und a, j8 
andrerseits; es ist aber leicht zu sehen, dass sein Werth auch dann 
ungeändert bleibt, wenn man a oder ß mit y, ft oder v vertauscht. 
Denn vertauschen wir z. B. « mit y. Aus den Gleichungen 



folgt: 



daher: 



oder: 
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SatnaMa + e^^^^a + tyniyMy = 0, 
£afna + Sßm^ + €yniY = 

s„ma {Ma — Mfl) + Bytny {My — M^) = 0; 



(- 1)1» I « (Jlf„ - Mß) = (- iy\r^ (My - Mf). 
Hieraus ergiebt sich: 

Es bleibt also der Werth von H{x,y,e) ungeändert bei einer be- 
liebigen Yertanscbung der Indices a, ß, y, ^, v unter einander. Es 
muss aber gezeigt werden, dass dasselbe stattfindet, auch wenn wir 
einen dieser Indices mit X vertauschen. Zu diesem Zweck multipliciren 
wir die Gleichung 

fßnxFanGaX - fanlFßnGßl^ {— ^Y ^ " 9Yfffi9^fYMr^ 

mit Fyy. Nach der Formel (d) ist dann 

FaxFyy^= ( — yf^^ {gxfxaxfXyvGßX — fffiffiaxffiyvGßiit) , 
F^xFyy^= ( — 1)^1-" (gxfxflxfXyvGaX — gfiffißxffiyvGafi). 

Wenn wir dies einsetzen, so heben sich die mit gx multiplicirten 
Glieder gegenseitig auf, und wir erhalten: 

fß.xfaxf.GaxG^^-faxxffix^G^xGa^^{-iy^''-^^^'gygyFyyH. 

Diese Darstellung von H ist symmetrisch in Bezug auf A und ^. Da 
wir demnach alle von x verschiedenen Indices in dem Ausdrucke der 
Function H (x,y,0) vertauschen können, ohne ihren Werth zu ändern, 
80 können wir diese Function dritter Ordnung bezeichnen durch 
S (x, y, £?)x. Wir erhalten also: 

(14) tn = H (X, y, z)^ H {x\ y, /)., 

und wir können uns fli« definirt denken durch jede der beiden Glei- 
chungen : 

(g) fßxxF^^Gax — faxxFßnG^x=^ {— ^Y ^ "^ gYgf^gffv/^vS^ , 

(g) fßxxfax^GaxGß^^faxxfßx^.GßxGa^={— 1/ ' «+^ ' ^(/y (/.Fy.fl.. 

Die Formeln (f) und (g) gehören zu einer neuen Gruppe von Identitäten. 
Die Functionen 

FaxGax, FßjtGßXy FyxGyx, FfixGf^x, FyxGvXy Sx 
sind sämmtlich von der dritten Ordnung, und verschwinden doppelt 
im Punkte x, einfach in den Punkten a, ß, y, ^, v. Es müssen also 
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auch hier lineare Relationen zwischen je dreien dieser Grossen statt- 
finden. Die Form dieser Gleichungen wird durch (f) und (g) an- 
gegeben. 

Wir setzen endlich 

(15) F {Xy y, z)^xG {x, y, z)^x = H {x, y, ^)x^; 
dann ist: 

^xÄ = H (x, y, z)nxH {x\ y , /)xi, 
also allgemein, für alle 28 ungraden Indices: 

(16) ^^ = fi- (rr, y, z)m H {x\ y\ z%. 

Diese 28 Functionen Hm sind sämmtlich von der dritten Ordnung 
und haben die Eigenschaft gemeinsam^ dass sie an den Punkten 1^2- -7 
verschwinden. Während aber die 7 Functionen Hx die besondere Eigen- 
schaft haben, dass jede von ihnen an einem dieser Punkte von dei 
zweiten Ordnung verschwindet, so ist es den 21 übrigen eigenthümlich, 
dass jede in eine Function zweiter Ordnung und eine lineare zerfallt 

§6. 

Die im vorigen § hergeleiteten Gleichungen sind sämmtlich Iden- 
titäten, die in leicht erkennbarem Zusammenhange mit den ^-Relationen 
stehen. Nicht identische Relationen dagegen, also algebraische Be- 
ziehungen zwischen den Grossen x, y, is und x, y', n^ erhalten wir, wenn 

wir die Ausdrücke q>xx-=- F^xF^x, %xx= G^x^^^h tx= S^Sx in die 
Gleichungen (8) einführen: 

FßxGßxSx' FßxGßxHJ = FßxGßxSx' FßxGßxSx\ 

FaxFßxGaxGßx' FaxFßxGaxGßx = FaxFßxGaxGßX ' FaxFßxGatG^X) 
FaßFydFxfiHx • FaßFydFx/nHx = GaßGydGxfi ' GaßGydGxiii- 

Diese Gleichungen werden dadurch erfüllt, dass man einzeln: 

FßxGßxHx = FßxGßxHx, 

(17) FaxFßxGaxGßx= FctxFßxGaxGßX, 

FaßFydFxfiSx == GaßGydGxfi 

setzt, und dieselben Relationen zwischen den entsprechenden Functionen 
von X,' i/j z annimmt. Zuerst lässt sich leicht zeigen, dass durch das 
Gleichungssystem (17) nur eine einzige Beziehung zwischen o?, y, e fest- 
gestellt wird. Vergleicht man nämlich die beiden Formeln (c) und 
(g') des vorigen Paragraphen mit einander, so erkennt man, dass zwischen 
den drei Functionen FaßFy^^ FßyFadi G^ifi dieselbe Beziehung besteht, 
wie zwischen GaßGyd, GßyGady Fx^iHx^ 

ÄFaßFys-]- BFßyFad-i- CGx/Li = Oy 

ÄGaßGyd-h Bf^fiyCrad -\- CFx^iIIx=0, 

Eliminirt man hier den Coefficienten A, so folgt: 
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+ G{FaßFyiFifiHn — GaßGyiGxfi) = 0. 

Dies ist eine Identität. Wir erkennen also^ dass von den beiden 
Gleichungen 

FaßFy^GßyGad'^ FßyFadGaßGydf 
FaßFydFxfiHn'== GaßGydGxfi 

die eiue nur eine identische Umformung der andern ist. Bezeichnen 
wir die dadurch festgestellte Beziehung zwischen x^ y, e durch 

C18) L (x, y, g) — 0, 

so lehrt die erste Form^ dass diese Beziehung unabhängig ist von der 
Vertauschung der Indices x, X, ^ unter einander. Die zweite Form 
zeigt aber, dass man die Indices X, ^ mit a, ß und auch mit y, d ver- 
tauschen kann. Daher ist die Gleichung L = völlig unabhängig von 
der Vertauschung der Indices. Hiermit ist gezeigt; dass die zweite und 
dritte Formel des Systems (17), auch wenn die Indices ganz beliebig 
angenommen werden, nur verschiedene Formen einer einzigen Gleichung 
L =» geben. Aus der dritten folgt aber unmittelbar die erste Formel. 
Denn da 

FaßFyiFxfiHn = GaßGydGxfn, 
GaßGysGxx= FaßFydFxxSf^i 

ist; so ist auch: 

FxfiGxxSx'^ FxxGxfiS/n. 

Man kann nun fragen: Ist dies die einzig mögliche Art; das 
Gleichungssystem (8) aufzulösen? Setzen wir 

F{ixGßjfH3c = A, FßxGßxHx^» -B, 
und nehmen an, dass die Gleichung L ^=0 nicht erfüllt ist^ so ist 

A — B^Ly 

wo L eine von Null verschiedene Grösse bedeutet. Dieselbe Gleichung 
findet statt für die entsprechenden Functionen von (a:'; y\ z). 

Multiplicirt man die erste mit ^, die zweite mit A, so erhält man : 

AÄ — BB = B'L + AL\ 

Die linke Seite ist, nach dem Gleichungssystem (8), Null; daher: 

FßjcGßxSxL + FßxGßxHttL' = 0. 

Aus dem vorhin geführten Beweise geht hervor, dass die Grössen L 
und L'j wenn sie von Null verschieden sind, sich nur um einen con- 
stanten Factor ändern, wenn die Indices vertauscht werden. Ihr Quotient 

j-> ist also jedenfalls eine von den Indices unabhängige Grösse. Dann 

aber zeigt die letzte Gleichung, dass der Quotient 



' 
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vom Index A, 



^0^ 



vom Index x unabhängig sein muss. Daraus folgt, dass wir setzen 
können: 

wo Q und q ebenfalls von den Indices unabhängige Grössen bedeuten. 
Dadurch ergiebt sich 

Es unterscheidet sich also H^' von H^ nur um einen Factor, welcte 
von dem Index ß unabhängig ist. Dieselbe Beziehung, vrie zwischen 
Hß und Hßy muss auch zwischen H^x und Hnx bestehen. Denn die 
28 Grossen Hm sind sämmtlich Functionen dritter Ordnung, welche 7 
Nullpunkte gemeinsam haben; zwischen je 4 derselben muss also eine 
lineare Gleichung bestehen. Es lässt sich demnach Bxz linear durch 
Uaf Hß, Hy ausdrücken, und Hix ist dieselbe Function von Haj S ', Er 
Ist also Ha = gflo (a = 1, 2 • . • 7), so folgt hieraus, dass auch E'tx 

= qH^x ist. Nun haben wir die Gleichung: tTt^J» «= JBinÄ; ^s ^^ 
also tarcJm = qHlt, mithin 




m — 1/ «• -«-^»n« 



Dadurch erkennen wir, dass sich alle Grössen 6m linear und homogei^ 
durch drei Grössen §, rj, ^ ausdrücken lassen müssen. 

Eine solche Auflösung der Relationen zwischen den ungraden ^ 
ist nun zwar wirklich möglich. Denn wenn wir irgend eine dieser 
Relationen auffassen, und wir entwickeln in derselben die Grössen d 
nach den aufsteigenden Dimensionen der Argumente, so erkennt man 
unmittelbar, dass dieselben Gleichungen, welche zwischen den d ge- 
stehen, schon zwischen den Anfangsgliedem dieser Functionen be* 
stehen müssen. Wir erhalten also eine Auflösung aller dieser Glei- 
chungen, wenn wir setzen: 

WO I, rjy 5 willkürliche Grössen bedeuten. Die später zu entwickelnden 
Relationen zwischen den graden und ungraden <y- Functionen zeige» 
aber, dass, wenn wir diese Lösung aufrecht erhalten wollen, der Quo- 
tient je zweier graden <r gleich Eins, der Quotient eines ungraden 
durch ein grades gleich Null angenommen werden muss; so dass alle 
28 ungraden <y-Functionen im Verhältniss zu den graden als unendlic 
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klein angenommen werden müssteu. Deshalb ist diese Losung zu ver- 
werfen, und die in den beiden Gleichungen L {oo,y,z) = 0, L {^'y^') = 
enthaltene die allein brauchbare. 

§7. 
Wir gehen nun dazu über, die in der Gleichung Z = ausge- 
sprochene Beziehung zwischen x^ y, z genauer zu untersuchen. Zunächst 
lassen sich die Eigenschaften der Grossen F^ G^ H, welche in dem 
System (17) ausgesprochen sind, durch eine merkwürdige Formel dar- 
stellen. Aus der ersten Gleichung des Systems folgt nämlich 

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth beider Ausdrücke durch U, 
so ist leicht zu sehen, dass diese Grosse R von den Indices völlig 
unabhängig sein muss. Wir bekommen also 

(19) H,HxG,x = ItF^,. 
Multiplicirt man nun die drei Gleichungen 

HaüßGaß = UFaßy 

HxHfiGxti = B,Fxfi 
mit einander, und beachtet, dass nach der letzten Formel des Systems 
(17) GaßGydGxfi =^ FaßFyiFxf^H^ ist, so ergiebt sich 

(20) HaEßHyH,H,HxH^ = i^^ 

es ist also R gleich der dritten Wurzel aus dem Product aller 7 
Grössen Ha . Umgekehrt ist jede der Formeln (17) eine einfache Folge 
der beiden zuletzt aufgestellten. 

Nehmen wir irgend eine Form der Gleichung L = 0, z. B. die 
folgende: 

FaxFßxGaxGßx — FaxFß^GaxGßX = 0, 

so ist unmittelbar ersichtlich, dass dieselbe eine Gleichung sechster 
Ordnung mit den 7 Doppelpunkten 1, 2 • • • 7 ist. Denn jedes der beiden 
Producte, aus denen L besteht, verschwindet an jedem dieser Punkte 
von der zweiten Ordnung. Im Punkte a verschwinden die Factoren 
Fax und GßH des ersten Products, im Punkte ßx Fßx und GaXy im 
Punkte x: Fax und GaX) im Punkte X: F^x und Gßxj endlich in den 
drei übrigen y, /x, v\ Gax und Gß^' Das entsprechende gilt von dem 
zweiten Product. Nach der bekannten Formel Q^=\{m—l){m — 2) — d, 
in der q den Bang (nach Biemann's Bezeichnung das Geschlecht), m 
die Ordnung, und d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve bedeutet, 
ist somit die Gleichung L = vom Range 3. 
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Zu den Punkten 1, 2 • • • 7, welche dem durch die Gleichung L = 
definirten algebraischen Gebilde angehören; und doppelt zu zählen^ also 
als Punktepaare aufzufassen sind, kommen nun noch 21 andre Punkte- 
paare. Die angenommene Form der Gleichung zeigt nämlich, dass 
dieselbe befriedigt wird, wenn gleichzeitig 

gesetzt wird. Die erste Gleichung ist die einer Graden, welche durch 
die beiden Doppelpunkte a, x, die zweite die eines Kegelschnitts, 
welcher durch die filnf übrigen hindurchgeht. Das Punktepaar, welches 
beiden gemeinsam ist, bezeichnen wir durch den Index ax. Dadurch 
sind also 28 bevorzugte Punktepaare des Gebildes, den 28 ungradeo 
Indices entsprechend, definirt. 

Wenn nun auch durch die Bedingung, dass die Punkte 1, 2 • • 7 
Doppelpunkte der Curve sechster Ordnung L = sein sollen , diese 
letztere noch nicht völlig bestimmt ist, so ist doch klar, dass, wenn 
wir noch die Bedingung hinzufügen, dass die weitereu 21 Punktepaare 
auf der Curve liegen sollen, nur eine Curve existiren kann, welche 
diesen Bedingungen gehorcht. Es lässt sich nun die Gleichung Zr = 
algebraisch weit einfacher definiren. Es sei nämlich 

F(l 7], t) = AV + B^^f) + c^n + . . . + Ä:g3 

eine homogene Function dritter Ordnung der drei unabhängigen Ver- 
änderlichen I, iy, g, deren Coefficienten ebenfalls willkürliche Grossen 
sind. Stellt man die Bedingung, dass diese an den Stellen 1, 2 • • • 7 
verschwindet^ so erhält man 7 homogene Gleichungen 

F{aa,ba,Ca) = (« = 1, 2 • • • 7) 

zwischen den Coefficienten der Form. Verlangt man nun, dass die 
Function noch an einer neuen Stelle : ^ = x, ri = y, t=^z verschwindet, 
und zwar von der zweiten Ordnung, so treten zu diesen 7 Gleichungen 
noch drei neue hinzu: 

^F{x,y,0) = O, ^F(x,y,z)=^0, j^F'{x,y,z) == 0, 

und es kann diesen 10 Bedingungen nur dann Genüge geleistet werden, 
wenn eine algebraische Beziehung zwischen den Grössen x, y^ und 
den Parametern festgestellt wird. Diese Beziehung besteht darin, dass 
die Determinante dieser 10 Gleichungen gleich Null gesetzt wird. 

Hierdurch ist eine algebraische Gleichung zwischen x, y, z und den 
Parametern festgesetzt, die in Bezug auf x^yyZ von der sechsten, in 
Bezug auf jedes Werthsystem (a«, &«, c«) von der dritten Ordnung ist. 
Es ist offenbar, dass eine solche Determinante von der zweiten Ordnung 
verschwindet, wenn (a?, y, ^) = (a«, 6«, c«) gesetzt wird. Diese 7 Punkte 
sind also Doppelpunkte der Gleichung. Ferner aber, wenn wir Curven 
1^(1, 7^, g) = kennen, die von der dritten Ordnung sind, durch die 
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Punkte 1, 2 • • • 7 hindurchgehen, und ausserdem einen oder mehrere 
Doppelpunkte haben, so wird, wenn wir für x, y, :s die Coordinaten 
eines dieser Doppelpunkte einsetzen, die aufgestellte Determinante ver- 
schwinden; diese Punkte werden also auf der Curve sechster Ordnung 
liegen. Eine solche Curve ist aber diejenige Curve dritter Ordnung, 
die in eine durch x, X hindurchgehende Grade und einen durch die 
übrigen 5 Punkte gelegten Kegelschnitt zerfällt, und die Doppelpunkte 
dieser Curve dritter Ordnung sind diejenigen, in welchen Kegelschnitt 
und Grade sich schneiden. Somit müssen auch die 21 mit xA be- 
zeiclineten Punktepaare auf dem Gebilde sechster Ordnung liegen, 
welches durch das Null- Setzen der Determinante definirt wird. Daraus 
folgt^ dass diese Gleichung mit der Gleichung L «= übereinstimmen 
muss. Wir erhalten also das Resultat: 

Die algebraische Beziehung zwischen Xy y, z ist dadurch charakteri- 
sirt; dass es möglich ist^ eine homogene Function dritter Ordnung 
dreier unabhängiger Grossen |, 17, g zu bilden, die an den 7 Stellen 
(a«, ba, Ca) yon der ersten Ordnung, an der Stelle x, y^ z von der 
zweiten Ordnung verschwindet. 

Uebrigens lässt sich dieser Satz auch rein formal, nämlich da- 
durch, dass man in einer der Darstellungen von H^y z. B. der Formel 
(g) i^ § 5; <ias Werthsystem {x, y, z) mit (a«, 6x, Cx) vertauscht, 
ableiten. 

§ 8. 

Die Gleichung i = steht in naher Beziehung zu der allgemeinen 
Gleichung vierter Ordnung, die gewöhnlich als algebraische Grundlage 
dieser Theorie genommen wird. Bevor wir zu dieser übergehen, ist 
es vortheilhaft, noch eine neue Identität zu entwickeln. Wie schon 
erwähnt, sind alle 28 Grössen Hm Functionen dritter Ordnung, welche 
an den 7 Punkten (a«, 6«, c«) verschwinden. Daraus folgt, dass 
zwischen je vier derselben eine lineare homogene Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten bestehen muss. Wir wollen diejenige Relation 
aufstellen, durch welche Hxx, Sa, H^, Hy verbunden sind. 

Die Grössen fi^, fl"^, Hy sind nach Formel (g) definirt durch 
folgende Ausdrücke: 

ffialFxaG-xl — fxaxF/uaCrul = (— "^Y ^ *" ff(iffy9vf{iyvHa) 
f/iißxFy^GxX —f^^xF^,ßG^l=- (— \Y^''gY9a9vfyavSßy 

ffiyxFttyGux — U-ixFfiyGfix = (— iy\''gagßgvfaßvHy. 

Wir multipliciren diese Gleichungen mit drei Constanten J., By C und 
bilden dann ihre Summe. Das Resultat hat dann die Form: 

F^Gxx — F2Giux = H^ 
wo jFj und F2 lineare Functionen von Xy y, z bedeuten, von denen 
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erstere an der Stelle x, letztere an der Stelle ^ verschwindet, während 
H eine lineare Function von Ha, H^, Hy ist. Man kann nun die drei 
Constanten so bestimmen, dass F.^ identisch Null ist ; dann ist F^ Grjc x 
=■ H'^ und da die rechte Seite dieser Gleichung an allen 7 Stellen 
verschwindet, Gxz aber an den Stellen x, A von Null verschiedene 
Werthe hat, so muss F^ an den Stellen x, A verschwinden. Daraus 
folgt aber, dass sich F^ von F^x nur um einen constanten Factor /J, 
unterscheiden kann. Wir erhalten also: 

F^^foF.x] daher F^G^x^foH^i^ H. 
Die geforderte Bestimmung der Coefficienten Aj B, C ergiebt sich 
unmittelbar aus der Formel 

welche aus (a) durch Veränderung von x in ^ hervorgeht. Danach muss 

sein. Daher ist: 

F,=foF,i= S U-iyr\<'ffiy^r^„xf.ßxf.yiF,J, 

H = foH,x={^iy\-g, S k-\yy\''gßgyfßr^fßr^fß.xfy.xHA, 

Hierdurch ist die gesuchte Darstellung gewonnen, sobald die Constante 
/*o bestimmt ist. Setzen wir nun in der ersten dieser beiden Gleichungen 
(07, y, ;8?) = (öy, 6y, Cy), SO verschwindet -F^y? während 

F^x in (- lyi-Vyx;, F,a in (- ly^^^fyan 
übergeht, so dass sich ergiebt: 

(-l)yl-Yy.;l^= S{(- iy^-^'\'''fßy^UaxUßxUrxfya.\. 

a,ßi ) 

Oder: 

= (— \y^'"^^^^{faXtifarxfßyfifßxX—fßX^ifßrxfaY(ifütxX)' 

Nun ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn wir noch 
das Vorzeichen ( — l)/*l* hinzufügen, nichts andres, als ^v; daher ist 

/ö = (_ ly I «5r„ 
und somit: 

(21) H,X^ S \{- iyy^"9ßgyfß^xfy^xfßYMfßyvSa\. 

Vergleicht man dieses Resultat mit Formel (81) des ersten Theils, so 
erkennt man, dass die Beziehung, welche zwischen Hy,x, Ha^ FLß^ Hy 
besteht, genau dieselbe ist, wie die, durch welche Vxx, Va, v^, Vy ver- 
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bunden sind. Daraus muss der allgemeinere Schlass gezogen werden^ 
dass überhaupt je vier der 28 Grössen Hm durch dieselbe Gleichung 
verbunden sind, wie die entsprechenden Grössen v^. Diese sind nun 
lineare Functionen dreier unabhängiger Grössen m, u\ u\ von der Form: 
t;^ = a^w + 6m w' + CmU \ Umgekehrt können letztere linear aus irgend 
drei der Grössen v^, gebildet werden. Wenn wir nun drei Functionen 
dritter Ordnung 

H{x,yyZ), H{x,y,z), n{x,y,z), 

definiren, welche aus drei der Functionen Hm ebenso gebildet sind, 
wie u, w, u' aus den entsprechenden Grössen Vm, so muss umgekehrt 
jede Function H (o?, y, z)m sich durch diese drei in derselben Weise 
darstellen lassen, wie Vm durch Uj v!j n\ Demnach erhalten wir folgende 
Darstellung der 28 Functionen Hm durch drei von den Indices unab- 
hängige Grössen: 

(22) Hm = amH + ImU + CmH. 

§ 9. 

Durch jedes lineare Aggregat der Grössen Hy H, H ist eine 
homogene Function dritter Ordnung dargestellt, welche an den 7 
Doppelpunkten des Gebildes verschwindet. Setzen wir ein solches 
Aggregat gleich Null, so schneidet die durch diese Bedingung definirte 
Curve dritter Ordnung die Curve sechster Ordnung L = in 3 • 6 = 18 
Punkten. Daher verschwindet jedes derartige Aggregat (welches wir 
eine allgemeine -ff- Function nennen wollen) ausser in den 7 Doppel- 
punkten noch in 18 — 2-7 = 4 weiteren Punkten. Die letzteren 
fallen paarweise zusammen, wenn die jff-Function eine der 28 Grössen 
Hm ist, und diese beiden Punkte, in denen jff^, ausser den allen ge- 
meinsamen, noch zweifach verschwindet, sind identisch mit dem durch 
den Index m bezeichneten Punktepaare. Denn nehmen wir zuerst 
m = KXj so ist Hm = FxxGxk' In dem Punktepaare xX verschwindet 
sowohl l^xJi alsGx^, daher verschwindet das Product in demselben von 
der zweiten Ordnung. Setzen wir aber m = x, so folgt aus der Formel 

G-aß(^rdG-x^i, = FaßFy^Fx^Htc, 
dass die Function Hjt in dem Doppelpunkte x der Curve L = von 
der dritten Ordnung verschwindet. Denn jeder der drei Factoren des 
auf der linken Seite stehenden Productes wird gleich Null, wenn 
{Xj y , z) =: {üxfhx, c ) gesetzt wird, während die drei Grössen Faß^ 
Fyd} Fx^ von Null verschiedene Werthe erhalten. Wir können also 
auch hier sagen, dass Hx ausser in den Punkten 1, 2 • • • 7 noch zwei- 
mal in dem Doppelpunkte k verschwindet. 

Bilden wir also den Quotienten zweier allgemeinen -ff-Functionen, 
so erhalten wir eine rationale Function der durch die Gleichung i = 
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verbundenen Grossen (x, y, xr), welche vom vierten (in speciellen Fällen 
vom dritten) Grade ist^ da sie an vier Stellen verschwindet^ und an 
eben so vielen unendlich wird. Daraus geht hervor^ dass die Gleichung 

Welche zwischen fl, S, H besteht^ von der vierten Ordnung ist. Fassen 
wir diese Grössen als neue Veränderliche auf, und zwar als homogene 
Coordinaten einer Ebene, so ist Jf=0 eine Curve vierter Ordnung, 

und aH-\- hH-\- cJS=0 die Gleichung einer Graden, welche diese 
Curve in vier Punkten schneidet. Setzen wir für a,h, c eins der 28 
Systeme am, bm, Cm, so fallen die vier Schnittpunkte paarweise zu- 
sammen ; es sind also Hm = die Gleichungen 'der 28 Ooppeltangenten 
dieser Curve, und wir sehen, dass den 28 Punktepaaren m in dieser 
Curve die 28 Paare von Berührungspunkten der Doppeltangenten ent- 
sprechen. 

Die Gleichung M =0 lässt sich nun in mannichfachen Formen 
darstellen, bei denen diese Eigenschaft der 28 Graden in Evidenz tritt, 
und die in naher Beziehung zu den 6- oder (^-Relationen stehen. In 
§ 1 wurde nämlich gezeigt, dass, wenn wir die sechs Zerlegungen 
m = ab, m = ab' etc. eines von verschiedenen Index m in je zwei 
ungrade Indices vornehmen, zwischen je vier der sechs Producte 

<Ja(ib) ^a'^b' etc. 

eine lineare homogene Gleichung besteht. Nun ist nach Formel (16) 
allgemein für jeden ungraden Index n: 

es muss also eine lineare Gleichung bestehen zwischen je vier der 
sechs Ausdrücke: 



j/Haj/H,j/Haj/H,\ yHaj/H,l/H;j/Hl etc. 
Hierin ist allgemein 

Hn = anH + bnE + 0^5, 
Hn = ünS -\- bnH' + CnS'. 

Nun ist das Werthsystem (IT, IT, S) unabhängig von dem andern 

(fi', ff, ST) ; wir können also dem letzteren einen willkürlichen Werth 
beilegen, der nur der Gleichung Jf = genügen muss. Dieser Werth 
kann so gewählt werden, dass einer der vier Ausdrücke verschwindet. 
Daraus folgt, dass eine Relation bestehen muss zwischen je dreien der 
sechs Ausdrücke: 



J/Hal/Hö. j/Ha'}/H,' etc. 

Daran knüpft sich noch eine andere Folgerung. Es seien a, b, c, d 
vier von einander verschiedene ungrade Indices, deren Product ab cd 
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gleich dem Index ist; dann ist das Prodact der vier Wurzelgrossen 

yjSaj yjiby V^ey VHa rational durch die drei Veränderlichen H, H, Tt 
ausdrückbar; und zwar in der Form einer homogenen Function zweiter 
Ordnung. Denn setzt man ab=^m, so folgt aus der Voraussetzung 
abcd^=0, dass auch cd = m ist. Es sei nun m = ef eine dritte 
Zerlegung des Index m in zwei ungrade Indices; dann ist nach dem 

eben bewiesenen Satze j/Hel/H/ linear darstellbar durch \/Ila]/Rb und 

j/Hcj/Wd. Erhebt man in dieser Gleichung beide Seiten ins Quadrat^ 
so ergiebt sich eine lineare Relation zwischen 

HaH,, HcHa, HeHy und j/H~]/H,j/HcyHä. 
Damit ist der eben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Hieraus folgt z. B., dass das Product der Grossen "/Hx, V^Siy 

j/Hxfiy ySxfi gleich einer Function zweiter Ordnung von -ff, jff, M ist; 
und da HxHxfi eine ebensolche Function ist, so erkennt man, dass 
der Quotient 

yHx j/Hx/ii Fjtft 

Vm/Ux], ~ Fx,. 
gleichfalls eine rationale Function dieser Grössen ist, die nur von den 

Verhältnissen derselben abhängt. In derselben Weise lässt sich 



F 



xX 



F. 



x/u 



darstellen. Dadurch sind zwei in Bezug auf x, y, z lineare Gleichungen 
gegeben, mit deren Hülfe sich die Verhältnisse dieser drei Grössen 

rational durch die Verhältnisse von JET, Hj EL ausdrücken lassen. Es 
zeigt sich also, dass die ursprüngliche Gleichung Z = aus der neuen, 
Jtf = 0, ebenfalls durch rationale Transformation hervorgeht. 

Die verschiedenen linearen Gleichungen zwischen den Wurzel- 
Punctionen 

VUaVHt, VHa/H, etc., 

deren jede als eine Form der Gleichung M = angesehen werden 
kann, zerfallen in drei Gruppen, je nachdem der Index m ein-, zwei- 
oder dreigliedrig ist. Für einen eingliedrigen Index, m = x, hat man, 
den sechs Zerlegungen entsprechend , folgende Gruppe von sechs 
Grössen : 



YHaj/Haxy /H^/H^xy j/Hyj/Hyx, j/Bxj/Hxxy l/H,j/H^x, 

für einen zweigliedrigen, m = xX: 

VHi^xVH^^Xy J/M^ilj/Hixy VW.VS^xy VW^VWi. VH.VITx 
und für m = xAfi = aßyd: 

}/Hxyihf.y VHxVH;xy l/H^j/H^Xy j/jS^yj/H^öy 
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Zwiachoi je drei Gliedern irgend einer dieser Gruppen besteht eine 
lineare Relation. Es ist leicht^ zu sehen, dass sich im Ganzen sieben 
solcher Gleichungen aufstellen lassen, deren Form verschieden ist; 
davon gehört eine der ersten, zwei der zweiten und vier der dritten 
Gruppe an. Diese lassen sich ohne jede Schwierigkeit aufstellen, da 
sie unmittelbare Folgerungen der in § 5 entwickelten Identitäten sind^ 
wenn man die beiden Formeln des § 7: 

HxHxGxx = RFxx, 

H^H^E^ ' ' ' Et ^ R^ 

hinzunimmt. Aus der ersten folgt nämlich, da FxxGxx=^ Exx ist: 

ExExExx = B{Fxxy. 

Wir haben nun die Quadratwurzeln aus den 28 Grössen Em zu 

bilden. Die Vorzeichen der 7 Grössen y^E^ mögen willkürlich gewahW. 

sein; y^ bestimmen wir dann so, dass die Gleichung 

(23) ys, VH^ yE,.-./H, = (yw 

gilt, und y^Hxi so, dass 

(24) /m VHiVWx = V^ F,x 
ist. Dann folgt von selbst: 

(25) G«. = ?^^. 

Setzt man diese Aasdräcke für die Grössen F und G in die Gleichungen 
a bis g des § 5 ein, so erhält man folgendes System: 

(A) s |(- lyr^'fiiy.yHayK:] = o; 

(B) S {(- lyr I "^ j/Hir j/msl = 0; 



(C) 



(D) 



fxyafxjli yH^y yHad — fxßyfxai V^a ySfli 

= (_ 1)» I ^+* I y g,g^ J/Jß^ ^Hi;; 



gxfxtirfxciyS^yHxx — gpf^iirfMciySxyHTti 



'-{-if^'^yHßyyHai', 

(E) S j(-l)^Mlx^^^^[=0; 

(F) S j(-l)/"'l«<7„/-„^vK^x?/^4=0; 

ffixx yWx yKx — faxx yH^x yn^x 

= (- ly I « gygf.gr fr^rySx ym. 
Von diesen Gleichungen giebt die erste die Form der Relationen der 



(G) 
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ersten Gruppe, die vier folgenden (B), (C), (D), (E) die der dritten, 
und die beiden letzten die der zweiten Gruppe. 

Wir bemerken noch, dass die Formel (19) auch dazu benutzt 
werden kann, aus den Identitäten des § 5 andere abzuleiten, die 
zwischen Functionen der vierten oder fünften Ordnung bestehen. Von 
diesen ist eine bemerkenswerth, weil sie zu einer besonders einfachen 
Relation führt, die zwischen den Variabein der beiden Gleichungen 
L = und M = besteht. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 

mit HxHxHfi^ und ersetzt HiH^Gifi durch RFi^j so ergiebt sich: 

Der Ausdruck auf der linken Seite kann dargestellt werden als 

eine lineare Function von Xy y, 0, deren Coefficienten linear in jET, S, H 
sind. Letztere Grössen wollen wir für den Augenblick als unabhängige 
Constanten ansehen. Setzen wir dann rc = a«, y = 6xi ^ = c«, so 
wird -F^x und F^i = 0, während (— 1/^ I * Fx,^ gleich fxXfi wird; daher 
geht die linke Seite der obigen Gleichung über in 

Es wird also für a; = a^, y = hxy z = Cx der obige Ausdruck identisch 
mit folgendem: 

fxXf.{xH+yH+zS). 

Dasselbe muss stattfinden für a: = a^, y = bx, = cx, und für x = a^i, 
j/ = 6^ , ;e? = c^e ; mithin müssen beide Ausdrücke überhaupt für alle 
Werthe der Veränderlichen identisch sein. Daraus folgt: 

(26) xH+yH + zH=0. 

§ 10. 

Ehe wir die Theorie der beiden Gleichungen L = und M = 
verlassen, wollen wir noch eine lineare Beziehung zwischen den 
Differentialen der Grössen H aufstellen , von der wir später Gebrauch 
machen werden. 

Die Gleichung Jf = wurde in expliciter rationaler Form nicht 
aufgestellt. Aus ihrer Existenz aber folgt, dass zwischen den DiflFeren- 
tialen dreier Grössen JS«, S^, Hy eine lineare Relation besteht: 

AdHa + BdH^ + CdHr=0, 

in welcher Ä, B, C rationale Functionen der Grössen H bedeuten, 
die offenbar der Bedingung 

ÄH„-\-BH, + CHy = 

SCHOTTKY, Abel'sche Funct. 5 
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genügen müssen. Man kann zu dieser Gleichung gelangen, indem 
man irgend eine der Formen, in denen die Gleichung Jf == gegeben 
ist; differenzirt. Wir wählen die Form (E). Das Resultat der Dififeren- 
tiation hat dann die Gestalt 

Ä + B = 0, oder A = — B, 
wo 

Beide Ausdrücke formen wir um. Den ersten zunächst dadurch, dass 
wir nach Formel (24) 

ersetzen; dadurch erhalten wir: 
oder: 

yKi/WxyH^Ä^f/B s U-\y\-F,f.dHJ. 

Wenn wir auf die rechte Seite dieser Gleichung dieselbe Operation 
anwenden, welche wir am Schluss des vorigen Paragraphen ausgeführt 
haben, so ergiebt sich: 

S {(^^Yf^i- Fx^dnA =f,,,,(xdH ^- ydH+ 0dR). 

Für diesen DiflFerential-Ausdruck führen wir eine besondere Bezeich- 
nung ein: 

(27) xdH + ydH +0dE^A. 
Danach ist _ 

In dem zweiten Ausdrucke multipliciren wir jedes Glied mit dem 
Product 

yw, vexVe;. VW,, vh;,. vWx = p. 

Es ist alsdann 

= BFxxFx^'j 
mithin ist 

PB=^B S k-iy^^\-'Fy,xF,^dHiJ. 
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Mit Hülfe der Gleichung (21) lässt sich jedes -der Differentiale dHif^] 
dH^xy dHxiy mithin auch die ganze rechte Seite der Gleichung, durch 
dHa, dH^y dHy ausdrücken. Wir setzen: 

S j(_ \f^\>^FxxFy.^dHx^ = (p^dH, + (p^dH^ + (p^dHy, 

und beschränken uns darauf, (py zu bestimmen, da die beiden andern 
Grössen daraus durch Vertauschung des Index a mit /5, bezüglich y, 
abgeleitet werden können. Nach (21) ist 

daher ist 

<Py={-]yy^-gßgyrßyr S ii- lY^^'^fßl.fyX.fßyxFx.FyJ. 

Wir betrachten nun die quadratische Function 

g>{x,y,z)= S k-iy^^^fßx^fyi^fßy^FxxFxJ, 

bei deren Umformung wir von der zwischen x, y, bestehenden Be- 
ziehung L = absehen. Setzen wir nun Fx^^ = 0, so reducirt sich 
die Summe auf das erste Glied. Zugleich aber reducirt sich die zwischen 
FxXj Fßx, Ffii bestehende Gleichung auf folgende: 

oder 

fßX^.FxX = {-iy-if^fxi^F^x. 
Wir erhalten also, immer unter der Voraussetzung, dass i<'^^ = ist: 

<p {X, y, z) = (- lY\'+^\^f.X^.fyX^.fyß.FxßFx^,. 

Nun ist aber nach Formel (d): 

fvl^frß^FxßFx^-fyXßfy.f.Fx,,F^x = (- lY^'-^f^^^gag^Ga.] 

mithin, da Fxfi = vorausgesetzt ist: 

fyX^^fyß.FxßFx^ = (- ly^'-^^^^^gagrGar, 
9 i^} yf^) = — gagvfxXfiG-av 

Diese Relation ist hergeleitet worden unter der Voraussetzung Fx^t = 0. 
Es ist aber leicht einzusehen, dass sie identisch bestehen muss. Denn 
sowohl die rechte als auch die linke Seite ist symmetrisch in Bezug auf 
die drei Indices x, A, /ü. Es muss also 

theilbar sein durch die drei linearen Functionen JP;i^, F^^x und Fxx 
Da dieser Ausdruck aber nur von der zweiten Ordnung ist, so folgt, 
dass er identisch Null sein muss. Setzen wir den so gefundenen Werth 
von (p {Xy y, z) ein, so folgt jetzt 

9i = — (- ^y^^^'gagßgYgvfy.xt^fßyvGav^ 



5* 
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Daraus ergeben sich 92 ^^^ Va <i*irch Vertauschung der Indices 
a, ßy y. Nun war: 

mithin ergiebt sich: 

-FB = ga9,,9r9.Uxf^B S H-iyy^^fßy.Ga.dSJy 

PÄ = f,x^ yR yw^ yw;:, yWi a ; 

und da ^ = — B ist, so folgt : 

s {(- lyy I «/>v.g«. d g,U ^^^ ^^' ^ A. 

Wir ersetzen in dieser Formel noch 

(Tay durch jj-^f und -^-^ durch dlogJ?«; 
dadurch ergiebt sich schliesslich: 
(28) S {(- I>*r I ^r^F^^dlogsA == ÄÖ^^-lAiL' A, 

WO das Differential A durch die Gleichung (27) definirt ist. — Aus 
dieser Formel lässt sich nun leicht eine Relation zwischen d log Ha » 
d log S^ und c?logfly herleiten, z. B. dadurch; dass man v mit x 
vertauscht, und aus den beiden Gleichungen, die man so erhält, A 
eliminirt. Aber wir begnügen uns mit dieser einfacheren Formel, die 
für spätere Zwecke ausreicht. 

§ 11. 

Durch die bisherige Untersuchung sind die Quotienten je zweier 

ungraden ö definirt als algebraische Functionen zweier den Gleichungen 

dritten Ranges : L = und i' = genügenden Werthsysteme x : y : s 

und x' : y : z . Nimmt man das letztere als constant an, betrachtet 



^m 



also den Qnotienten — als abhängig von (x^ y, z) allein, so ist 



^n 






VK' 



■ff 
wo c eine Constante bedeutet. Der Quotient -^ wird an zwei Stellen 



Null, an zwei Stellen unendlich, beides von der zweiten Ordnung. Der 
Quotient — hat daher, obgleich er keine rationale Function ist, doch 



^^n 



an jeder Stelle des Gebildes den Charakter einer solchen, und wird 
an zwei Stellen Null von der ersten Ordnung, an zwei andern ebenso 

unendlich. Ferner ist das Quadrat eines Quotienten — eine rationale 
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Function, und in gleicher Weise das Product mehrerer verschiedener 
etc., wenn nur zwischen den Indices a, b^ c, d etc. die Be- 



^« ^c 



<'b ' ^d 



dingung stattfindet , dass der aus allen zusammengesetzte gleich dem 
Index ist. Dieselben Eigenschaften zeigen diese Quotienten, wenn wir 
sie als abhängig von (x\ y, z) auffassen. 

Es sind nun zunächst, wenn wir die Bedingung zwischen den 
Grössen L, durch welche die Veränderlichkeit der Argumente be- 
schränkt wird, beibehalten, zwei Aufgaben zu losen: erstens, den Quo- 
tienten zweier graden (T, und dann: den Quotienten eines graden und 
eines ungraden, als algebraische Functionen der beiden Grössensysterae 
(Xy y, 0) und {x, y\ z) darzustellen, und deren Eigenschaften zu be- 
stimmen. Wir haben also jetzt Relationen zwischen den graden und 
ungraden (? aufzustellen. An solchen Beziehungen zwischen diesen 
64 Grössen ist ein sehr beträchtlicher Reichthum vorhanden; und wenn 
es nur darauf ankäme, überhaupt Ausdrücke für die gesuchten Grössen 
aufzustellen, so würde diese Aufgabe rasch gelöst sein. Aber die- 
jenigen Darstellungen, welche man durch directe Elimination erhält, 
lassen nicht sämmtliche wesentlichen algebraischen Eigenschaften dieser 
Grössen unmittelbar erkennen, deshalb muss die Untersuchung einen 
etwas längeren Weg einschlagen. 

Wenn man in der zwischen vier Producten ungrader Theta- 
Functionen 

öa/<0av; ©y.uö,^»» öy/töyv. Qx^tQxv 

bestehenden linearen Gleichung die Argumente vermehrt um dasjenige 
halbe Periodensystem, welches zum Index A/ü gehört, so verwandelt 
sich dieselbe in eine lineare Relation zwischen 

QalQliyx} Q(ikQyaxj Qy^^^^^t ©oö/zy 

Man erhält diese Gleichung aus der Fundamental- Formel (1), indem 
man dort 

ifc = A, i = X^Vj m = Kfi 

setzt. Wir erhalten dann, dsL Jcl ein ungrader Index ist: 

7 

a=0 

Hier verschwinden diejenigen Glieder, die den Werthen der Summations- 
buchstaben: « = 0, x, fi, v entsprechen; wenn wir also mit a\ /3, y 
die von x, X, /i, v verschiedenen primitiven Indices bezeichnen, so sind 
dem Summationsbuchstaben die Werthe A, a, /5, y beizulegen. Wir er- 
halten somit: 

+ S {(- l)<^«'^^^^'^^/*>')(?aX^C .,e«,0^yj =0. 
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Nun ist für (0, /üi/, aßyv): 

K = v, L = 0, Jf=0; 
daher: 

(0, fti/, aßyv) = aßyv \ fiv -{- fiv \ aßyv ^zi 1 mod 2. 

Für das Zeichen (Xa, A/üi/a, Xvßy) dagegen ist: 

K=kv, L = k, M = la] 
und da 

X^iva I kvßy -f- kvßy \ X^va ^ mod 2 

ist, so erhalten wir: 

(Aa, Xfiva, kvßy) ^ Xv \ Xa -]- X \ Xfiva + Xa \ Xvßy. 

Für Xv \ Xa können wir setzen: 1 + ^^ I ^^j daher für 

Xv \ Xa -{- Xa \ Xvßy : 1 + A« | ßy, 

oder: 

i+X\ßy + a\ßy. 

Wir erhalten daher: 

{Xa, X^va, Xvßy) ^l + «|/3y + A|j8y-)-^l ^f^^«. 
Nun ist 

a\ ßy = ßy\a] 
mithin : 

(Aa, Xfiva, Xvßy) ^l+^l^ + Z'yj« ^lod 2. 
Wenn wir nun in die obige Gleichung die Grössen a einführen, so 
erhält dieselbe, nach dieser Bestimmung der Vorzeichen, folgende Form ; 

S j(_ lyH« Zf^iEf^ük ^„,^ } _ (_ lyixaoo,.. 

Wir haben jetzt den Coefficienten 

^xXft^ickv^/iiv 

in eine Function der unabhängigen Parameter umzuformen. Zunächst 
ist nach Gleichung (79) des ersten Theils: 

hx _ SlaffxJiJv^fiv ^ 





Vr 9f,9vhh^aX^ 


setzen- wir nun 






^xX/ii^x?.v^aX 


so ist demnach: 






Q - 9a9xl^,K j^ 



oder, da nach Formel (69) 



r 
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ist: 

Wenn wir in dem mit E bezeichneten Quotienten die Producte 
Cai, ßf^vj cx iii ihre Factoren entwickeln, so heben sich alle Factoren 
des Nenners gegen solche, die im Zähler enthalten sind; es bleibt 
übrig ein Product von 16 Factoren, das sich in vier Theile zer- 
legen lässt: 

^axfi^axt^a/nv^x/uv) ^y X ft^y Xv ^y fi v^X ^v • 

Diese vier Producte sind nach den Formeln (51) und (64) bezüg- 
lich gleich: 

T latfilvTafxv } ^vy *'a*'x/yax } 
r l^ ly hf^ yXy rlal{i Ixfaftx • 

Das Product aller ist also: 

E == rHa^lß^lyHx^hlfilvfa^vffiyxfyaxfafix 
^^ ^'atgf.ivt^yXtyantafix , 

*A "fl "V 

mithin: 

Q da'a^v'fiyXiyaxJa^x 

9fx9v 
Jetzt können wir die Gleichung in ihrer entwickelten Form hin- 
schreiben : 

(29) S j(— \yy^''9afaßxfayxfa^vffiyX0aX0^yA={- lY^^'g^cgraoOiuy. 

Multipliciren wir dieselbe mit 

^a^fi^y^x^X 

und führen die neue Bezeichnung ein : 

^x^X^fi^xXfi 



^0 



= CDxXfi , 



SO erhalten wir zwischen den drei Grössen co^y^, cOyax, (Oa^x folgende 
lineare Gleichung: 

(30) S j(- \yr\"gafatixfuyxfa^vfßyXq>aX(Oßy \ = (- \Y ^ '^ g,gv%^., 

in welcher für die Grössen 9? und % ihre Ausdrücke durch (a;, y, z), 
{Xy y\ z)^ nämlich 

einzusetzen sind. 
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§ 12. 

Wir wollen im Folgenden x\ y, z als unveränderliche Grössen 
betrachten, so dass sich tpax von F^i^ Xfiv von G^^^^ nur um constante 
Factoren unterscheiden. Aus der entwickelten Relation zwischen den 
Grössen co^yx; (x^yaxj G)a^n lassen sich zwei neue Gleichungen zwischen 
denselben Grössen dadurch ableiten, dass wir X mit ^ und v vertauschen. 

In allen drei Gleichungen sind die Coefficienten von ca^y^, cjyaxy 
(Oaßx lineare homogene Functionen von x^ y, z, und zwar verschwindet 
bei allen dreien der Coefficient von (o^yy. im Punkte a, der von Oyax 
im Punkte /5, der von (Oaßx im Punkte y. Ferner steht in allen drei 
Gleichungen auf der rechten Seite eine homogene quadratische Func- 
tion, die in den vier Punkten a, /S, y, sc verschwindet. Wenn wir 
diese drei Gleichungen mit willkürlichen Constanten ca, c^, Cv multi- 
pliciren und addiren, so muss die resultirende Gleichung 

dieselben Eigenschaften haben. Wir können nun, da A eine lineare 
Function von x, y, z ist, die im Punkte a verschv/indet und drei will- 
kürliche Grössen cxy C/n, c^ enthält, diese letzteren so bestimmen, dass 
der Coefficient Ä identisch Null ist. Dann reducirt sich die Gleichung 
auf folgende: 

Äf B, C, D sind durch folgende Ausdrücke gegegeben: 

^ = (_ \yy\^gafaß4ayx S \cxfa ^.vfi^ Y^^alFaxl 

C=(-'\y('\ygyfya>cfy{ir. S \cxfy ^yfaß xF; xFyxl, 

X,n,v' ' 

Hier sollen cxj Cf^, Cy so bestimmt werden, dass A identisch gleich 
Null wird. Nun besteht nach Formel (a) zwischen Fax, Fa/u^ Fav die 
Identität: 

s k- iy^\^fa,,rFj =0. 

Mit dieser muss die Gleichung ^ €= identisch sein ; daraus folgt, 
dass wir 

CX=C{- ir^-^'f]iyf.f^y.Fa^Far. 

c,, = c{-^\y^\^f^y4ßyxF;,,F;,,, 

C. = C(- \y^^\^'f^ylf^y,,FUF;,, 

zu setzen haben. 
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• 

Dem Factor c können wir einen beliebigen Werth beilegen. Im 
Uebrigen sind jetzt B^ C, D bestimmte Functionen von x, y, z, deren 
Ausdruck wir vereinfachen müssen. B ist linear dargestellt durch 
F^ii, F^ifi^ Fßv] wegen der Relation, die zwischen diesen Grössen be- 
steht, muss sich B auch in dieser Weise ausdrücken lassen: 

B ==^ B^ Fßf^t + B^F^y. 

Um nun B^ zu bestimmen, haben wir {x, y, e) = (ö|., i,., c,.) zu setzen; 
dann wird einerseits 

andrerseits, da 

F^n in (- \y\^''f^xr, F^,, in (- l)''^''/>/^.; K^v in 
übergeht: 

Daher ist: 

{-iy'^^f^B,^{^l)r<^\t^g^f^,4^a.f,nr S [{^\y\?^cxfyaxF^ 

X,fi l ' 

Setzt man hier für Cx seinen Werth ein, so verwandelt sich 

SH--\y\^'cxfyaxF'^x\ 
in 

oder, da 

v\ßl + iiv\X~fi\X + a\ß + av\ß mod 2 
ist, in 

X,fi{ 1 

Der Formel (c) zufolge ist aber: 

S |(_ l)<'\:^+f\%^^fyaxF^xF;, \==g,g,G;r; 

daher folgt: 

(- ly^^^B, = (- \y-^('9iiffiy4ßa.fßivc(r- \y^\fif^yrF^,g,gM;.n 
oder da 

v\ßii + ya\ß + av\ß^v\(i + y\ß 
ist: 

Den andern Goefficienten ^2 erhalten wir aus diesem durch Vertauschung 
von ^ und v. Es ist also: 

B = c(- iy^^9,i9.ffly.fi>a. S U- )y^'-grf,iyrf,iX,F;,.G;rFnA . 
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Der Ausdruck C entsteht aus B durch Vertauschung von ß mit y- 
Es ist daher: 

C= C(- iy^y9y9.fßy>cfyax S |(- \y\f^9rfßy4yXvFLrG:,rFy^ . 

In ähnlicher Weise lässt sich D umformen. Dieser Ausdruck ist 
zunächst linear durch G^^y, G^i, Gx^ dargestellt; da aber zwischen 
diesen drei Grössen ebenfalls eine lineare Relation besteht^ so muss D 
auch auf diese Form gebracht werden können: 

D = D,Gxr + B^G,f,. 

Hier können wir Dj wiederum dadurch bestimmen^ dass wir (x, y, 0) 
= {üy, bv, Cv) setzen; dadurch geht •- 

G^, in LJl , G^j^ in L_U , Qx^ in 

über; demnach erhalten wir: 

oder; wenn wir für ci seinen Werth einsetzen: 

Nun ist 

daher ist: 
A = - (- \y\'^+'^^'"'cgyf^rrF:. SU - If^^^g^U^yt-^G^J. 

Nach der Formel (f) ist aber: 

(- ^Y'^^9^U(^yF;.aG;,. + {- iy'^'9ifxßyFLGiy 

daher ist 

A = (- iy^''+'^'^''C9rf:^yrFa.9>cf.ßyF;aG;,y, 

oder, da 

v\kv-{-lii\v^l'\-v\ii ist: 

A = - (~ \y^^cg,94^,,f^,yF:,^F;,M:.,. 

Der andere Coefficient, Dj^ ergiebt sich durch Vert^uschung von 
^ und V, Es ist also: 

D=--C9,f^y.F:,S {(- l)^'^5'v/>y.F^.G;v(?Avi. 
Wir setzen nun 

ifxf(iyx 
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Dann erhalten wir diö drei Coefficienten unsrer Gleichung ausgedrückt 
durch folgende Formeln: 

- C = gyfyaxS\{-- iy\^^9vfßyvfrXvF;,,&:cvIi:F,A, 

D ^ (_ \)?\yFä» S j(- iy\t^ff,f)y,F^rGirH,'GxA ; 

oder, wenn wir für den Augenblick 
(- \y\^^9vfßyvF;,,Gi.H; = r,, (- ir^^g^f^yf^F^^Gi^H; = r, 
setzen : 

-ß = 9ßfßatt(fßXvFß^r^ + fßXf^FßyT^), 

— C = Oyfyax {fyXvFy^ry^ + fyXfiFyyr^), 

Aus dieser Darstellung geht eine eigenthümliche Relation zwischen 
diesen drei Grössen hervor. Es ist nämlich; der Formel (d) zufolge: 

QßfßotxfßXvGßfi — QyfyaxfyXvGyfji, «= (— ly^^FaxFly. 

Wenn man nun, was nach (19) erlaubt ist: 

BF 



Gßf, durch ^ ^ , Gy^, durch -^ 



^'„x durch " ^ "% J-i, durch ^ ^ ^^ 

ersetzt, und beachtet, dass das Product aller Grössen Ha gleich R^ 
ist, so erhält man folgende neue Formel: 

9ßfßccxfßXvHyF^iti — gyfy xfyXyHßFyf^i = ( ly^")^ Gay.Gxv 

Hieraus folgt: 

BH, + CHß = (- \y\yGUGxrry + Gx^r^y, 
mithin ist: 

D = ^ {BEy + CHß). 
Dadurch erhalten wir die Gleichung 

BiOyax + CcOaßx = ^ {B Hy + CHß), 

^ax 

B L,„. - ^) = - cU.. - ^) . 



oder: 



Für die beiden linearen Functionen B und — C, von denen die 
letztere aus B durch Vertauschung von /3 mit y hervorgeht, wollen 
wir nun eine bleibende Bezeichnung einführen. Die ursprüngliche 
Darstellung von B war symmetrisch in Bezug auf die Indices A, ft, v, 
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die neue iu Bezug auf A und y] daher wird B durch die Yertauschung 
der vier Indices y, X, fi, v unter einander nicht geändert. Ausserdem 
aber wird dieser Ausdruck auch dadurch in seinem Werthe nicht ge- 
ändert, wenn man a mit x vertauscht; dies zeigt die zweite Form, 
denn wegen der Gleichung i' = ist 

Wir können also den Ausdruck B bezeichnen durch die beiden Indices 
ß und ax. Setzen wir 

B = Mfi^axy 

so ist 

— C= My^aXj 

daher geht unsere Gleichung über in folgende: 

üf ( ^fyKx\ ^ ( ^Kx\ 
Mß^ax\(Oyax f. I = ilfy,«x ( OJ^a fe ). 

Hieraus folgt, dass der Quotient 

^ax^{i,ax 

einen vom Index ß unabhängigen Werth haben muss. Diese vor- 
läufig noch unbekannte Grösse bezeichnen wir durch Fax- Dann er- 
halten wir: 

(31) 0^«x - ^'^ = P„x3f^.ax. 

Hier bedeutet Mß^ax eine lineare Function von x^ y, z^ die im Punkte 
ß verschwindet, und die durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 

(32) Mß^ax^9ßfßax S |(- ly^^g.f^yrfßXvFiMirH^FßA . 

§ 13. 

Um nun die Grössen Fax zu bestimmen, vertauschen wir in der 
Gleichung (31) a mit ß. o^ax bleibt dann ungeändert; es ist also 






oder: 



<?«x ' -—/'.«' G^, 



TJ" jpf TT Tp ' 

p X a X 



Zunächst formen wir die linke Seite dieser Gleichung um. Diese 
ist gleich: 

^a^x^ax^'^fix — ^(i^x^.ixKr 



^x^ax^(ix ' 



oder, da 
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ist, gleich: 

It(F FL — Fo FM 

■^x^nx^ßx 

Der Factor des Zählers 

TP TP' TT» "JT»/ 

-^ax^ßx — J^ßxJ^ax 

ist offenbar eine lineare Function von Xy y, 0, die in den beiden Punkten 
{x\ y, /) und (ux, Ix, Ca) verschwindet. Wenn wir also die Deter- 
minante 

X y z 

(33) x' y' / 

(^x Ox Cx 

mit Fx bezeichnen, so muss 

FaxFßx — FßxFax = cFx 

sein, wo c eine Constante bedeutet. Um diese zu bestimmen, setzen 
wir (x, y, z) = {aß, bß, Cß)] dann geht 

Fax in (- ly^^'faßx, Fx in (~ ly^ßFßx, Fß, in 
über; dadurch finden wir 

Es ist also 

(34) FaxF^x - FßxF^x = (- ly^i^faßxFx. 
Durch diese Umformung erhalten wir folgende Gleichung: 

T> Tlf T> TLT ("^ ^)" faßx^x-^ 
±'axMß^ax - ±'ßxMa,ßx = HJJ^;G~^~~' ' 

Wenn man in dieser a und ß mit einem dritten Index y vertauscht, 
80 muss man zu einem System dreier Gleichungen mit den Unbekannteu 
^ax, J^ßx, Pyx gelangen. Vorher wollen wir die Gleichung noch da- 
durch reduciren, dass wir von dem Ausdrck Mß^ax den constanten Factor 
9 fßax absondern: 

(35) Mß^ax== 9ßfßa xM^^ax- 

Femer setzen wir zur Abkürzung: 

■^x^ax^ßx^Y^ 

Da s ein alternirendes Zeichen ist, so ist gleichzeitig: 

(— l)«l/*=(— ])«/*iy£, (— ])/*ly=:(— l)/^yl«£, (— l)yi« = (— i)y«Mf. 
Demnach können wir folgende drei Gleichungen aufstellen: 

(gyPßxMy^ßX - 9ßFyxMß^YX = {— 1)^ ^ '^ "^ £ Ga X Q , 

(36) \gaPyxM,^Yy-'9yPa^^.ax = (- ly^^^eGßxQ, 

^g^P^^Mß^^x — 9aPßxMa^ßx = (— ^y^^ysGyxQ- 
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Wenn wir diese der Reihe nach mit 

gafaXuFavi 9ßfßXfi^ßv) 9yfylfiFyv 

multipUciren und dann addiren^ so ergiebt sich, der Formel (f) des 
§ 5 zufolge, auf der rechten Seite Null; auf der linken ein Ausdruck 
von der Form : 

Hier ist 

^ = 9ß9Yify^ft^ry^ß.a^—fß^h^ßv^r>ocx)\ 
die beiden andern Coefficienten entstehen aus diesem durch cyklische 
Vertauschung der Indices a, ß, y. Nun ist, wenn wir zur Abkürzung 
wieder die beiden Grössen fj und r^ des vorigen § einführen: 

Mß^ax = fßXi^Fßf,r^ +fßiinFßrr^, 

Daher erhalten wir: 

Der in die Klammer eingeschlossene Ausdruck ist, nach Formel (c), 
gleich (— iy^y+^^''9a9xCrax] ferner ist 

r, = (- iy\^94ßY^F;,MxvH;\ 
mithin ergiebt sich: 

^ = — (— iy^^9a9ß9Y9x9vCrxvS^7fiYrFavGax' 

Das Zeichen ( — ly ' y können wir wieder ersetzen durch {—lyy^^e, 
und die Gleichung 

APax + BPß,+CPy^ = 

dividiren durch den allen Coefficienten gemeinsamen Factor 

— £9a9ß9Y9x9vCrivS^'' 

Dann erhalten wir: 

S /(_ iyy\-fßy,F;,Ga,Pax\ = 0. 

«'ß9Yl ) 

Setzen wir nun für den Augenblick 

PaxGrax = -X, PßxCrßx = Y, PyxGryx = ^; 

SO besteht zwischen diesen Grössen eine Gleichung 

c,X + c^Y + c^Z = 0, 

deren Coefficienten nach Formel (a) der Bedingung genügen: 

Ci + Cj + C3 = 0. 
Es ist also 

Ci(Z — Z) + c^{Y~Z) = 0, 

Wenn wir hier den Index v mit ^ vertauschen ; so erhalten wir eine 
zweite Relation: 
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c,'iX~Z) + c,'(Y-Z) = 0, 

und da die Determinante der Coefficienten CjCj' — ^2^1' oflFenbar von 
Null verschieden ist, so folgt: 

X= ¥=Z. 

Es zeigt sich also, dass das Product PaxCrax einen von den In- 
dices a, x unabhängigen Werth hat. Wir können demnach setzen: 

(37) P'-'^-Wl- 

Die Bestimmung der 21 Grössen Pxx ist dadurch zurückgeführt auf 
die einer einzigen, von den Indices unabhängigen Grösse P. Diese wird 
nun sehr leicht dadurch bestimmt, dass wir in irgend einer der Glei- 

P P 
chungen (36), z. ß. der letzten, Pax und Fax durch ^r—^ 77— ersetzen. 

So ergiebt sich 

oder : 

(38) (- ir\fiigfGß,Mi>,„,-g„G„,M„,fi,) = J^- 

Die linke Seite dieses Ausdrucks können wir in der abgekürzten 
Form schreibfen: 

und da Ma^^x nach (32) und (35) gegeben ist durch den Ausdruck: 

so erhalten wir folgende Gleichung: 

(39) S sU-iy\-+^\f^gag,U,f,,xF^,G;,Fa,Gxa] =^^' 

€tf p jM^r \ f X X 

Hierdurch ist der Factor P bestimmt. 

Auf der linken Seite steht hier eine ganze Function von x, y, e 
und x', y, /, die, wie die Gleichung zeigt — und wie auch leicht aus 
ihrer Zusammensetzung zu erkennen ist — von dem Index x allein 
abhängt. Diese bezeichnen wir durch Qx. Es ist also die Function 
Qx definirt durch folgende Gleichungen: 

(40) , , 

Qx= S SU- iy\^ + ^''f^9a9vfaryfarxF^,G;,F,,.GyA. 

von denen die zweite mit der ersten gleichbedeutend ist. Ferner führen 
wir nicht den Factor P als neue Function ein, sondern den Quotienten 
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p, welchen wir mit J bezeichnen. Diese Function ist dann, der 
Formel (39) zufolgC; definirt durch die Formel: 

(41) J——F ^ 



und es beruhen darauf^ dass der Werth dieses Quotienten unabhängig 
von dem Index x ist, wesentliche Eigenschaften der sieben kubischen 
Functionen Qj, Qj • • • Q7. — Endlich ist der gesuchte Factor Fax ge- 
geben durch die Gleichung: 

(42) ^- = 7i-- 



ax 



§ 14. 

Setzen wir diesen fQr P^x gefundenen Ausdruck in die Formel (^V) 
ein, so erhalten wir zunächst: 

Hier multipliciren wir Zähler und Nenner mit F^y und ersetzen JF^ 
durch HxHxQx' Dann wird 



o 



^ ^ß^x^x^xF^x+^^xMß.ax 

"'^'^ ^ax^x^x^x 



Ferner entwickeln wir den Zähler dieses Ausdrucks dadurch, dass wir 
für H^Qx den in der ersten von den Gleichungen (40) angegebenen 

Werth setzen, und gßfßaxMß^ax für Mß^ax einführen. Dann erhalten 
wir für die Zähler folgende Darstellung: 

(- lY\ßHßH,F:,{gßGß,Mß,a. - 9aGaxMa,ßx) 

+ 9(if(iaxIiFjcMß^axy 

oder: 

(RfßaxFx + {-- iy\ßHßH,Gß,F:,)gßMß^ax 
_ (_ iy\mßH,GaxF:,.gaMa^ß,. 
Nun ist nach Formel (34): 

fßa.F, + (~ lyißFß^F:,^ = (- lf\ßFa,F^,. 
Multipliciren wir diese mit JB, und setzen 

HßJSxGßx für RFßyif HaH^Gax für RFax, 
so folgt: 

RfaßxFx + {^ lyim^n.Gß.F:, = (- iy\t^H,H,GaxF^,. 

Dadurch geht der für den Zähler aufgestellte Ausdruck in fol- 
genden über: 

(- \Y\m,Gax{gßH,F^,Mß^,, - g„HßF:,,Ma.?x). 
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Dieser Ausdruck ist durch H^j Gax und — - da die Grössen M^^ax und 

Ma^ßx den Factor Hn enthalten — durch If^' theilbar. Wir erhalten 
also (Oaßx dargestellt in dieser Form: 

(43) a,<.^, = £^, 

WO Qjc,«/y eine biquadratische Function ist, die durch die beiden gleich- 
bedeutenden Formeln definirt ist: 



(44) 






Die Definition des Nenners ist durch die entsprechenden Formeln (40) 
gegeben. 

Wir müssen jetzt; nach diesen formalen Entwicklungen , auf die 

Eigenschaften der zur Darstellung der Grössen o^x^ = --^ ^ ''^^ 
verwandten Functionen Q genauer eingehen. 

Qx ist eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme {x, y, z) 
und (x'p y\ z). Dies geht so hervor. Wenn man in dem viergliedrigen 
Ausdruck (40) die beiden Indices a^ ß mit ii, v vertauscht; so erhält 
man genau dasselbe; wie dann; wenn man die beiden veränderlichen 
Werthsysteme vertauscht. Nun ist aber Qx von dem Index x allein 
abhängig;' behält also seinen Werth, wenn die übrigen Indices beliebig 
untereinander vertauscht werden. Daraus geht hervor, dass Qx auch 
dann seinen Werth nicht ändert, wenn (x^ y, z) mit {x\ y\ z) ver- 
tauscht wird. 

Nun iBi (Oaß^ selbst eine symmetrische Function der beiden Systeme 
von Variabein. Denn da man in der Gleichung (30) die Indices A, 
fi; V vertauschen kann, so hat man ein System von drei Gleichungen, 
mit Hülfe dessen man (Oaßx rational durch die Grössen L, welche 
symmetrische Functionen sind, darstellen kann^). Folglich muss auch 
Qx,aß eine symmetrische Function sein. — Die Grösse J dagegen muss 
altemirend seiu; da F^ eine altemirende Function, ist. 

Betrachten wir nun diese Functionen als abhängig von (x^ y, z) 
allein; so ist offenbar Qx dargestellt durch eine homogene kubische 
Form, die an allen Stellen 1, 2 • • • 7; mit Ausnahme der Stelle x 
verschwindet, Qx,a/* dagegen durch eine biquadratische Form, die an 
allen sieben Stellen ohne Ausnahme verschwindet, und zwar an den 
Stellen «; j8 von der zweiten; an den übrigen von der ersten Ordnung. 



*) Durch diese Elimination kommt man genau zu derselben Darstellungsform 
der Grössen co. Aber für die weiterhin wichtige Formel (41) wüsste ich auf diesem 
Wege keinen Beweis anzugeben. 

ScHOTTKT, AbePsohe Funct. 6 
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Die Curve Zr = wird nun von der Curve Q« = 0, ausser in den 
sechs von x verschiedenen Doppelpunkten ^ noch in 18 — 2-6 = 6 
andern Punkten geschnitten. Aus der Gleichung (41) folgt: 

F, - F, ^ 

oder: 

Fx = ist die Gleichung einer Graden , welche durch den Doppel- 
punkt X und den willkürlichen Punkt a;', y\ z gelegt ist. Diese schneidet 
die Curve sechster Ordnung noch in drei andern Punkten, die wir mit 
X, y Xj; X3 bezeichnen wollen. Ist nun Fx = 0, so muss auch die linke 
Seite dieser Gleichung verschwinden; und da offenbar weder die Linie 
jBx «= 0, noch jF^ = durch die drei Punkte Xj, Xj, X3 hindurchgeht, 
so muss in denselben Q« «s werden. 

Es muss aber Qx noch in drei andern Punkten verschwinden. Der 
aufgestellten Gleichung zufolge muss alsdann mit Qx zugleich einer der 
Factoren der rechten Seite ä, Q;i, F^, verschwinden. Nun verschwindet 
die Function Mx nur in den Doppelpunkten, F^, nur im Doppelpunkte x, 
dem Punkte a?', y , z (in welchem Qx offenbar einen von Null ver- 
schiedenen Werth bat) und den schon erwähnten drei Punkten x^, Xj, X3. 
Folglich muss in den neuen drei Punkten Q;i verschwinden. Hieraus 
geht hervor, dass diese drei Punkte, die wir durch (I), (II), (HI) be- 
zeichnen wollen, allen sieben Curven Qx = gemeinschaftlich sind. 
Die wesentlichen Eigenschaften der Functionen Qx sind also in folgen- 
dem geometrischen Satze ausgesprochen: 

Nimmt man auf der Curve sechster Ordnung Zr = einen Punkt 
willkürlich au, und legt durch diesen und einen Doppelpunkt x eine 
grade Linie jFx = 0, so schneidet diese die Curve i = in drei 
ferneren Punkten x^, Xj, X3. Legt mau nun durch diese drei Punkte 
und die von x verschiedenen Doppelpunkte eine Curve dritter Ordnung 
Q^ = 0, so trifft diese die Curve Zr = wiederum in drei ferneren 
Punkten. Diese sind unabhängig davon, welchen der sieben Doppel- 
punkte X man gewählt hat, also allen sieben Curven Qx = 0, die 
man construiren kann, nachdem der willkürliche Punkt fixirt ist, ge- 
meinsam. 

Die Nullpunkte der Function Qx sind also folgende: Erstens die 
sechs von x verschiedenen Doppelpunkte; zweitens die Punkte Xj, Xj, X3, - 
in denen F^, verschwindet; drittens die von dem Index x unabhängigen 
Punkte (I), (II), (III). Es lässt sich nun zeigen, dass in den drei 
Punkten x^, Xj, X3 nicht nur der Nenner, sondern auch der Zähler 
des für Oxa/^ aufgestellten Ausdrucks verschwindet. In diesen Punkten 
ist nämlich 

Q^ = 0, Fx = (). 
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Die letztere Bedingung lässt sich, der Formel (34) zufolge, so schreiben: 

oder: 

Setzt man dies in die erste der Gleichungen (44) ein, so erhält man: 

JSx'Qx,«/^ = (- ly^l^pig^SaF^^M^^,^ - g^HßF^'Ma,^^), 
oder, wenn man diese Gleichung mit J? multiplicirt und RF^x durch 
HßHxG^xy BFax durch HaH^Ga^ ersetzt: 

Dies ist aber zufolge (40) gleich 

Da nun Qx = ist, so muss auch Q,»^aß = sein. Die Function 
vierter Ordnung Äx,o/* hat im Ganzen 4 . 6 = 24 Nullpunkte, «nd zwar 
verschwindet sie an fänf Doppelpunkten von der ersten, an den beiden 
übrigen von der zweiten Ordnung. Danach bleiben noch sechs Null- 
punkte übrig; von diesen sind drei bekannt, nämlich Xj, Xj, x^\ ausser- 
dem müssen noch drei existiren. * 

Bilden wir jetzt den Quotienten der beiden Grössen 

SO erhalteu wir: 

^afi^o '^ ^x^'aßF^(i 

Dies ist der Quotient zweier homogenen Functionen vierter Ordnung 
von rc, y, 0, also eine rationale Function der Verhältnisse dieser Grössen. 
Der Nenner verschwindet hier in den Punkten a,^,y, A,ft, v, und 
zwar in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; ferner in dem 
Punktepaare (ccß) und den sechs Punkten Xj, Xj, Xg; I, II, III. Der 
Zähler dagegen verschwindet in den Doppelpunkten a, ß, y, A, ft, v, x, 
und zwar ebenfalls in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; 
ausserdem in den drei Punkten Xj, Xj, X3 und in drei ferneren Punkten. 
Der Quotient wird daher nur in fünf Punkten unendlich, und zwar 
nur von der ersten Ordnung; nämlich in den Punkten I, II, III und 
dem Punktepaare aß] und er verschwindet in dem Doppelpunkte x imd 
drei andern Punkten. 

Nun hat der Quotient -^ für sich die Eigenschaft, dass er nur un- 

endlich wird in dem Punktepaare (aß) und nur verschwindet in dem 
Doppelpunkte x; wenn wir also die Formel durch diesen Quotienten 

dividiren, so erkennen wir, dass der Quotient -^^ folgende Eigen- 
schaften hat: 
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Erstens. Er ist eine irrationale Function der Verhältnisse von 
Xyy,z, die sich aber an jeder Stelle verhält wie eine rationale, und 
nur an drei Stellen, nämlich den Punkten I, 11, HI, von der ersten 
Ordnung unendlich wird, und an eben so vielen verschwindet. 

Zweitens. Das Product dieses Quotienten mit 

ist eine rationale Function. 

Ehirch diese beiden Bedingungen ist der Quotient -^^ bis auf 

einen von {Xy y, z) unabhängigen Factor, oder, wenn wir hinzunehmen, 
dass der Ausdruck in Bezug auf beide Werthsysteme symmetrisch ge- 
bildet sein muss, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Wir 
wollen, um die Art der Irrationalität der (^-Quotienten kurz bezeichnen 
zu können, einen besonderen Begriff einführen. Es sei m irgend ein 
von verschiedener Index, und m = al) irgend eine der sechs Zer- 
legungen desselben in zwei ungrade Indices. Wir nennen dann den 

Quotienten -~ einen zum Index m gehörigen irrationalen Factor, und 

bezeichnen einen solchen allgemein durch rim- Ferner sagen wir: eine 
Function der Verhältnisse von x, y, z sei mit dem irrationalen Factor 
rim behaftet, wenn sie sich darstellen lässt als das Product von rim in 
eine rationale Function. Bei dieser Fassung des Begriffs der behafteten 
Functionen ist es offenbar gleichgültig, welchen von den verschiedenen 

Quotienten ~tA y bei denen ah = m ist, man für i;^ nimmt, da nach 

§ 9 das Product und der Quotient zweier verschiedener dieser Grössen 
eine rationale Function ist. Ferner gilt für diese Functionen offenbar 
der Satz: 

Das Product zweier Functionen, von denen die eine mit dem 
Factor i^^, die andere mit dem Factor i;„ behaftet ist, ist eine mit 
dem Factor rimn behaftete Function. Hierbei ist unter dem Factor ti^ 
1 zu verstehen, also unter einer mit dem Factor ri^ behafteten eine 
rationale Function. 

Wir können jetzt sagen: Der Quotient -^ ist eine mit dem 

Factor ri^Xfi behaftete Function von x, y^ z^ die nur an den Stellen 
I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung verschwindet. Diese drei 
Stellen sind definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben 
Functionen Qx. 
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§ 15. 
Es bleibt jetzt noch der Quotient einer graden und einer un- 
graden (^-Function zu bestimmen, und zwar genügt es nach dem Vorher- 
gegangenen , einen einzigen dieser Quotienten , z. B. — ^ zu kennen. 
Wir wissen, dass eine lineare Gleichung besteht zwischen den Producten: 

^al^^a^i) (fßlf^iinj ^yl^Yfi} ^^xX^ttfi. 

Vermehrt man in dieser Gleichung die Argumente um dasjenige halbe 
Periodensystem, welches zu dem Index x gehört, so erhält man eine 
lineare Gleichung zwischen 

^uKX^anny ^ßxX^^fittfi^ ^yitl^Y^H^ "^^ <5l^H' 

Dividirt man diese durch 0^^ so ist -^ eine mit dem Factor i^oxi» 

—^^ eine mit dem Factor riaxn behaftete Function; beide werden nur 

unendlich an den Stellen I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung. 
Das Product beider ist also eine mit dem Factor rix^ behaftete Function, 
welche nur an diesen drei Stellen, und zwar von der zweiten Ordnung 
unendlich wird. Dasselbe gilt von den beiden folgenden Gliedern. 

Nun wird durch die aufgestellte Gleichung --^ dargestellt durch ein 



6^0. 



lineares Aggregat dieser drei Grössen 5 also erhalten wir — ^ dargestellt 

durch eine mit dem Factor rix^^ behaftete Function Qxfi, die nur an 
den Stellen I, II, III, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird. 
Da die Function Qxfi mit dem Factor rjXf^ behaftet ist, so muss 
das Product 

eine rationale Function sein. Diese könnte, ausser den Stellen I, II, III, 
nur im Doppelpunkte ft unendlich werden. Da aber Qifj, = ^^-^ 



<?5 _ - , . , <y 



s 



^0*' 



— Qxf^ also gleich -^ und mithin von dem Index ft unabhängig ist, 

so kann dieser Ausdruck im Punkte ft nicht unendlich werden. Daraus 
folgt, dass in diesem Doppelpunkte die Function Qx^^ verschwinden muss. 
Ebenso folgt, dass im Doppelpunkte A der Werth von Qx^ gleich Null 

ist. — Da nun die Function — ^ = Qxfi eine mit dem Factor r^Xfi be- 
haftete Function ist, welche in den Doppelpunkten A, /ü verschwindet 
und nur an den Stellen I, II, III unendlich wird, so muss das Product 

_A Qi^^ z= -A_ eine rationale Function sein, die an den Stellen I, II, III 
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von der zweiten Ordnung unendlich wird, und im Doppelpunkte X 
von der zweiten Ordnung verschwindet. Hierdurch ist dieser Quotient 
bis auf einen von x^y^si unabhängigen Factor bestimmt-, denn wenn 
zwei Ausdrücke existirten, welche diese Eigenschaften besitzen, so 
wäre ihr Quotient eine rationale Function von nicht höherem als dem 
zweiten Grade, und man weiss, dass eine solche Function nicht exi- 
stiren kann. 

Es ist nun leicht, eine Function zu bilden, welche diese Eigen- 
schaften wirklich besitzt. Bilden wir nämlich zunächst den Quotienten 

welcher im Zähler und Nenner von der dritten Dimension ist, so 
werden Zähler und Nenner gleichzeitig Null an den fünf von a und X 
verschiedenen Doppelpunkten, und an den Punkten A, , X^, A3, in 
welchen Fx und Q,x verschwinden. Der Quotient ist daher eine ratio- 
nale Function fünften Grades, welche unendlich wird an den Stellen 
I, II, III und dem Doppelpunkte a, und welche verschwindet im 
Punkte X, y\ z und im Doppelpunkte X (wo i^;i = ist), und ausser- 
dem in dem Punktepaare aX (wo Qax = ist). Multipliciren wir diese 

Function jetzt mit dem irrationalen Factor rix = .-^ , so fallen von 

den Nullpunkten des Nenners der Doppelpunkt a, von denen des Zählers 
das Punktepaar «A fort, und wir erhalten eine mit dem Factor lyz be- 
haftete Function 

welche nur in den Punkten I, II, DI, und zwar von der ersten Ordnung, 
unendlich wird, und welche verschwindet in dem Doppelpunkte X und 
dem Punkte x, y , /. Das Quadrat dieser Function muss nun bis auf einen 

von Xy y, z unabhängigen Factor mit —^ , sie selbst also mit -J^ über- 
einstimmen. Wir erhalten demnach 



Oo 



^x ^^ FxG^xl/iiu 
^xV^x ' 
wo c einen von xyz unabhängigen Factor bedeutet. Offenbar muss 

bildet sein; wir können dashalb setzen: 



der Ausdruck von — in Bezug auf (x\ y, z) in derselben Weise ge- 



^1 _ i ^ ?^i_^K^^_^ 
a. k Qx VKxV^aX 



Abriss einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Yariabeln. 37 

wo jetzt k eine von x, y, js und x\ y, z unabhängige Constante be- 
deutet. Nun ist 



ml 4'.rnTi • 


GraxGr'aX 








^X 1 ^X taX^a 
<?o ^ ^x ^aX 


Fernier ist 








lal = 


""'^^ daher ^«^^«„«; 


daher: 




^x 1 ^x m 

<?o * ^z ^X^ 


oder: 






£s ist aber: 








tarcTz^« 


= Jiir/, HiHi^i-^JFx., 


folglich: 
(45) 




kJ 
*^» ■= o« • 



Aus dieser Formel geht hervor, dass die Constante Je auch von 
den Indices unabhängig ist. 

Wir wollen der Gleichung , welche — bestimmt, noch eine andere 

Form geben. Aus (25) geht nämlich hervor, dass 

ist. Mithin erhalten wir: 

^x 1 ^x VbVb' 



(46) 



<?o ' ^ ^x j/Hj^j/Hx 



§ 16. 
Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die blosse Kenntniss 
von der Existenz einer bestimmten Art von <J-Gleichungen genügt, um 
den Quotienten einer graden und einer ungraden cr-Function bis auf 
einen constanten Factor k zu bestimmen. Soll aber der Werth dieses 
Factors angegeben werden, so muss diese, oder eine äquivalente Glei- 
chung, wirklich aufgestellt, und mit ihr die nothwendigen Reductionen 
vorgenommen werden. Es ist von vornherein einzusehen, dass auf 
diese Weise nicht h selbst, sondern nur das Quadrat dieser Grösse be- 
stimmt werden kann, so dass das Vorzeichen von h unbestimmt bleibt. 
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Diese UnbestimmUieit liegt in der Natur der Sache; denn da Fx eine 
altemirende^ Q;i dagegen eine symmetrische Function der beiden Werth- 
systeme (o?, y, z) und {x^ y\ z) ist, so zeigt die Formel (46), dass auch 

— eine alternirende Function dieser beiden Werthsysteme (und der zu 

ihnen gehörigen Wurzelgrössen) ist. Deshalb wird, je nachdem wir 
das eine oder das andere Werthsystem bevorzugen, auch das Vorzeichen 
von Tc den einen oder den anderen Werth erhalten. Wir wollen die 
zur Bestimmung von Ic^ nothwendige Rechnung nur in ihren Grund- 
zügen angeben, da diese Untersuchung für das weiterhin Folgende 
ohne Einfluss ist. 

Wir erhalten aus der Fundamental-Gleichung (1), dadurch, dass 
wir h = xSy 1=^ k^iSy m =^ fid setzen, folgende Theta-Relation; 

Daraus folgt, wenn wir die Grössen einführen nnd die Coeffi- 
cienten umformen: 

wo der Kürze wegen: 

(A) K für 'I I 
gesetzt ist. Hieraus folgt: 

V 9 

Wenn wir diese Formel mit Q«* multiplicireu, so erhalten wir: 

(B) S \{-\yr\''»fi,,,f„i,Q,,ß,%,„A 



'x-"x 



Wir haben nun in dem Ausdruck auf der linken Seite, den wir mit 
Q bezeichnen wollen, für die Grössen Q ihre Werthe nach Formel (44): 

Äx'Qk,^/ = {- iy\n9ßSyF^,M^^y, - gyE^F^^My^ß^), 

einzusetzen. Da die Grössen M lineare Functionen von x, y, z sind, 
so nimmt hierdurch die Summe folgende Form an: 

Q == QaßHaSß + QaySaHy + QadSaHd + QßY^ß^Y 

oder kürzer: 

(C) (i=^ s Iq„^h„hA, 
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wo die Coefficienten Qaß quadratische Functionen von x^ y, z sind^ die 
zunächst durch folgende Gleichung definirt werden: 

Die lineare Function My^ß^ ist nach § 13 durch folgende Formel 
definirt: 

Wir führen nun zur Abkürzung, indem wir die Indices X; Xy fi als fest, 
«, ßy y, d dagegen als unter einander vertauschbar annehmen, folgende 
Bezeichnungen ein: 

9 

9ß9d Fay 



-f- — f F(ti Gp^ Gix = Pay } 

inyX 'ay fi 

faßlfayJifadxfßyJifpdxfydX = C. 



Alsdann ist: 



daher: 

' aß X"a"ß €tx ßx \ 

Der Ausdruck in der Klammer lässt sich mit Hfllfe der Parameter- 
gleichung 

umformen in folgenden: 

(_l)«/.|y»r_ S \{-iyy^'''UUai^p,irP«i\ 

L a,ß,y « » ^ 

+pys s k-iy^i''*ffir^fai^{Pßy+p„i)\\. 

Nun ist, wenn wir für die Grössen p ihre Werthe wieder einführen, 

cS U-\yy\''if^y^U»^Pfi,Pa»\ 

g.9fiffrffi(}ä.G^.C^;.Gi, S \{-\Yy^''*fyaifßnfat>xfy»iFfyF„tF^yI-i\ . 

aßfy ^ ' 

Dies ist aber, der Formel (7, B) des § 4 zufolge: 

= 9a9ß9ygs GaxGßxGyx Gsxgx'^gfi^htiii . 

Ferner ist: 
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a,ß,Y,d \ TßyX ) 

Diese lineare J'unetion von x, y, is^ welche in Bezug auf die Indices 
a, /S, y, d symmetrisch ist, bezeichnen wir durch F (x, y, e). Endlich 
ist, da wir 

F^^ durch ?^^ 

ersetzen können: 

9a9ß^Y^d^yd jpi r» a' 

fydXfYdfi^ ' 

Dadurch erhalten wir Qaß in folgender Form dargestellt: 

faßX 

Bilden wir jetzt die Summe Q =^ E^Q^ßH^Hß) , so ergiebt sich: 

Q ö'xVx.M^C^, y. ^) + ^^^^^^F{x,y,!s) a{x,y,z), 

wo: 

i^ (a,, y, «) = c S j(- lyy ! «'^ 9a9»Gä»GUa»^F^i\ , 
G{x,y,z)= S U-l)''i'^r^gy9iF;.F^,fyi^Gyi^\, 

a,/*,y,<r l *«/?i ) 

ist. Alle drei Ausdrücke sind sechsgliedrige Summen, und zwar aus 
einem Gliede symmetrisch gebildet durch Vertauschung der Indices 
a, jS, y, d. Die beiden ersten lassen sich auf bekannte Functiooen 
zurückführen, nämlich 

F{x,y,g)&ui^J^^^Mx,.^, 

G (X, y, s) auf ?^5^ Mi, .^ . 

Die Richtigkeit dieser Umformungen wird am einfachsten dadurch 
erkannt, dass man die Identität für eine genügende Anzahl specieller 
Werthsysteme nachweist. — Dies angenommen, wird der Ausdruck 
von Q folgender: 
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Q 9.-^9.-^ X.. H (.X, y, z) + ^^^ 5^^^ (^, ,,^),. 



Nun können wir 



F,^ durch ^^%^, 

" V ' — durch |, 

GrxfiGxfi durch ;|^^ 
ersetzen. Dann'^ergiebt sich: 

Q " /^.P», j:.. (- ^ (^, y, ^) + ^f^')- 

Es ist jetzt das Quadrat der linearen Function 

Mx,,^= s j(- i>'i«</^/>,^/>«J';^(?^',Sx'F„4 

ZU bildeu. Haben wir irgend eine im Punkte X verschwindende lineare 
Function von Xy y, z^ welche auf die Form aF^i + hFßx gebracht ist, 

so lässt sich ihr Quadrat in der Form AFl^ + BF^j^ + CF^^ dar- 
stellen. Da 

S [{-lyy^'fßrxFA^O 



ist, so ist 

daher muss 

2a6 = — 2 (— lyßlY^^-^fi-yJ: C 

faßX 

sein. Demgemäss muss, wenn wir den Ausdruck {Mi^x^Y auf die 
Form AFl^ + BP"^^ + CF^^ bringen, der Coefficient von F^^ 

C= (- iyt^^ygag(if!ßifaSxfßSxFa^F;^G^,Gii,iH;r 
sein. Demnach erhalten wir 

^ * a,/J,y ^ frctxfyßxfydX ' 

ff ff ff 

Nun ist Fyx == ^ p — . Setzen wir dies ein , so erhalten wir den 
Quotienten _ 



dargestellt in der Form einer Function zweiter Ordnung der Grössen 
E, H, B: 

H'(x,y,z)= S l(- iyfi\y ^'¥"^/^y^/%'^^ ^HyHyx\- 

ayfl.Y l lyaXlyßXTydX^n ' 
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Um die Form dieser Function mit der von H{x-^y^z) in üeberein- 
stimmung zu bringen, drücken wir Hyx als lineare Function you Hs, 
Ha, Hßj Hai als Function von H^y Hßy Sy, Hßx durch H^^ Hy, Sa 
aus. Dann nimmt H' (x^y^ z) diese Form an: 

H'{x,y,0)= S (KßHaH), 

WO der sechsgliedrige Summen- Ausdruck auf der rechten Seite noth- 
wendig in Bezug auf die Indices cc, /S, y, d symmetrisch gebildet sein 
muss. Nun kann das Glied hy'dHyHi nur aus HyHyx hervorgehen; 
und zwar muss der Coefficient hy^ gleich dem Producte des Coefficienten 
von HyHyx in H' (x^y, z) mit dem Coefficienten c^ in der linearen 
Function jHy;i = c^ -ET^ + c^ Sa + C3 Sß sein. Es ist aber nach (21) 
dieser Coefficient 

daher ist 

, _ , ly/glyr? ^cc9ßfaßxfaßxfaßfi^d^^lifi^ax^^y. ^^x 

nyd — V ^; ' F *.H ' 

Mithin erhalten wir: 

Q = 9l9lX^f. (S' (X, y,z)-S {X, y, 0)), 

S' {X, y, z) 

a,li,Y,^ l faßX^fl \ ' 

a,ß,Y,d l taßX ) 

Wenn wir nun die Differenz bilden, so ist ^ 

ydx-^yji^^djif'-x /» xtr 77»/ "_!__*_ ff Ti^' T ' f TT' P' \ 

da RF;^ = H;H;a;f,, K F;^ = U^' H»' G;^ ist. Nach Formel (9) 
des § 5 ist aber 

Folglich erhalten wir: 

S' (x,y,z) — S{x,y,z) 

( lY^^'^9a9ß9Wö9ifYnfyöf.Gi.(iö.HySsS^S,sA , 

* 

oder, wenn wir 

GyxGix durch 



(-1)^ ^' 



7?' ^ 






ersetzen : 

S' {x,y,z) — S{x,y,z) 

= i- ^y^' jÄ- ^ . I^"- ^r^^y'9Y9öfyöxfyS^F;.Fi,SM 
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Den Summen-Ausdruck^ welcher hier als Factor der rechten Seite der 
Gleichung auftritt, betrachten wir als abhängig von x\ y , / und be- 
zeichnen ihn durch ^> {x\ y\ z). Diese Grösse ist dann eine quadra- 
tische Function, die im Punkte x von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Setzen wir [x\ y\ z') = (a«, 6 ; c«), so reducirt sich die Summe auf 
folgende: 

Dies ist aber, der Gleichung (21) zufolge, nichts anderes als HaHany 
und da 



HaHan 



BF 



2 
an 



H^ 



ist, so ergiebt sich: 



^Fln 



(~l)*»'*i^ax = 



9 (««; 6«; C«) = — üT 

Nun ist 

X y z 

da ia Ca , Fn = 

^M Ott Cn 

es ist also ( — l)«l*jFa« der Werth, den die Function F^ annimmt, 
wenn (afy y, z) = (ao, 6o; Ca) gesetzt wird. Daraus folgt; dass im 
Punkte a 



X y z 

X y / 

an bn Cx 



9 {x\ y, z) 



BF 



% 



H. 



ist. Diese Gleichung muss nun identisch, für alle Werthe von (a:', y\ z') 
gelten. Denn da sie besteht für den Punkt a, so muss sie, der Sym- 
metrie wegen, auch für die Punkte jS, y, 8 gelten; ferner wird sowohl 

9 (^'; y 7 ^\ *ls *^^^ ■^« ™ Punkte X von der zweiten Ordnung Nullj 
imd da beide Seiten dieser Gleichung homogene quadratische Functionen 
Yon x\ y'; / sind, so muss sie eine Identität sein. Wir erhalten also: 

H' {X, y, n) - H{x, y, z) = (_l)«l^ J^J^, 
und somit: 



bb:f^ 



Q=^^iyif.gg^g^j^^^__l. 



«**je 



Hiermit ist die Reduction der linken Seite der Gleichung (B) vollendet, 
und es ergiebt sich der Werth des Verhältnisses: 



Daraus folgt, nach (A): 
(47) 






Co« P 
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§ 17. 

Es bleibt nun noch übrig , die Argumente u, u', u' selbst als 
Functionen der beiden Werthsysteme {x, y, e) und (x\ y\ 0") darzu- 
stellen. Dadurch wird dann auch^ mittelbar; die Beziehung festgestellt, 
in welche die Argumente zu einander durch die im § 5 willkürlich 
angenommene Gleichung zwischen den Grössen L gesetzt sind. Wir 
gehen von einer DiiFerentialgleichung aus, die wir aus dem Additions- 
theorem ableiten. 

Wir setzen in dem allgemeinen Additionstheorem (Gleichung (39) 
des ersten Theils) die Grössen v und w einander gleich, und führen 
das Doppelte dieser Grössen ein, also 

t; BS tc; =s ^a, v = w' = ^a , v" = w" = ^a"; 

femer ersetzen wir 

u durch u '{' ^a, u' durch ti -|- ia'i w' durch w" + ^a". 

Dann geht diese Gleichung über in folgende: 

Co6(a • • ')kiQ{u -f a • • •)*m6(M • • •>« 
7 

— 2[(~iy*«''«''"«>c„»„e(a...)*im«e(w+a---)*«Ö(u...>«]. 

Jetzt geben wir den Indices Je, l^ m bestimmte Werthe, nämlich 
k den Werth 0, l den Werth x und m den Werth kX[i. Dann folgt: 

7 

In dieser Summe verschwinden diejenigen Glieder, die den Indices a^=^Xj 
X, ft entsprechen. Für « = wird 

(«; xcc, xX^cc) = (0, X, xX(i) ^ mod 2. 

Verstehen wir dagegen unter a, ß, y, d die vier von x, X, fi verschie- 
denen primitiven Indices , so ist 

(ft; xa, xX^a) f^ (xXiißyd, xa, xXfia) 

^xa|a + a|Äa + a|xAfta; 

und dies ist ^ a \ xX[ij oder, was dasselbe ist, ^ ßyd \ a. Demnach 
ergiebt sich: 

CoQ{a'")nQ{u+a"-)^x^6{u'")x^—Cni^Q(a'")xf,e{u+a*>')o6(U'")x 
= S |(— iyy^^^c^y6e(a'")ax^6{u+a • • •)aö(u..O«xV 

Wenn wir in diese Gleichung für die Grössen a, a\ d' die Differen- 
tiale der Argumente : duy du^ du'' einsetzen, so erhalten wir folgende 
Differentialgleichung : 



Abriss einer Theorie der Aberschen Fimctioiien dreier Variabeki. 95 

= S \{—iyr^^"CßySCalf.ea,cdea]* 

In dieser Formel wollen wir die Theta- Functionen durch die ent- 
sprechenden <y, und ebenso die Anfangsglieder uxfi und u« der Func- 
tionen Qxf^ und 0x ersetzen durch lif^vxft, ^i^d i^Vx,, wo vxf^, und v^ die 
inoL ersten Theil eingeführten Anfangsglieder der entsprechenden tf-Func- 
tionen sind. Dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende 
Form an: 

Gx^iS,x^dv,--0,iS,dvx^= S ((-l)/^y<>i« '/^;:^'°^/*^p^« Oa.döA^ 
Der Nenner des Ausdrucks 

^nXfihfiK 

ist, da nach Gleichung (68) und (79) des ersten Theils 



CxX 



'^^x^X^fihh^^ifnX/ 
fa. 

hu = 



f9x9^ 



^fh^i^^xn 
ist, gleich: 

^f9i9t,enie^f. 



und dies ist, der Gleichung (69) zufolge: 

Der Zähler dagegen ist schon in § 2 umgestaltet und hat dort 
folgende Form erhalten: 

Wenn wir also den Quotienten bilden, so erhalten wir folgendes: 

r9x9f. 
Nun ist nach (71) und (72): 



daher: 






Demnach erhalten wir: 

9xfxX 



ÖXfiO^X^dv^-Ö^ÖQdVx^^--^^-^ S \(-iyy^\"fYdxfd{iHf(iY^^axdaa] 

"X 9/4, afß,Yt^\ i 
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Multiplicireu wir diese Gleichung mit öx^ so wird 






Öx^fyaxdöa = q>axd log (T«. 

Nun ist aber, da Wöa^ = ta ist, 

2d log (Ta + ^ log tar = rf log ^^ ; 
folglich 

<J« (fandö^ = i^axd log ^a — i^axd log tJ". 

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so fallt der mit dlogtar multi- 
plicirte Ausdruck fort, da nach § 2: 

ist, und wir erhalten : 

(48) -^ ixxf, (OxXf, dvx — ^x dvxf,) 

^ _ 9n fnXfA 

^9x9^ 

Diese Formel wird zur Darstellung der Differentiale dv^ und dvxf^ 
führen. Wir denken uns für die Grössen 9, ;t, ^, o ihre Ausdrücke 
durch {Xy y, 0) und {x\ y, z') eingesetzt. Unter dieser Voraussetzung 
transformiren wir zunächst die Summe 

S= S {(- l)/*y<^'Yy'i>xA^x/>yx<PaxeZl0gl/;«). 

Da i>a = HaHa'y mithin 

d log tiJa = d log jy« + ^ log jy«' 

ist, so zerfallt die Summe S in zwei Theile 

S = S, + /S2, 
von denen 

S,= S U-iyy^^%öxföli.ffiy.F,xF:,,dl0gHa] 
ct,ß,y,d^ i 

ist, während /Sj ^^^ /S| durch Vertausch ung von (a:, y, z) mit (o?', /, /) 
hervorgeht. Der Ausdruck S^ ist nun in Bezug auf a?, y, je? eine lineare 
Function, die im Punkte x verschwindet. Es ist femer diese lineare 
Function symmetrisch in Bezug auf die vier Indices a, ß, y, d. Unter- 
suchen wir jetzt, welchen Werth 8^ in einem dieser Punkte, z. B. in 
d, annimmt. Alsdann ist Fd^ = 0; Fax geht über in (— l)^l«*/>ax, 
daher 

(_ lyySlaFa, in (- iy\'^i-^ lyy^-feax- 
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Somit erkennen wir, dass der Werth von S^ im Punkte S durch fol- 
genden Ausdruck gegeben ist : 

{-ly^nanUß.Uy. S [{- lyr ^ « f^y.F^.d log H,'] > 

Nun lehrt aber die Formel (28), dass der hier auftretende Summen- 
ausdruck ersetzt werden Jkann durch folgendes Product : 



9a9^9y9.(y^)' 
Vergleichen wir hiermit den Werth, welchen die — im Punkte x 

gleichfalls verschwindende — lineare Function Jfx, Xft im Punkte d an- 
nimmt. Diese ist, nach (32), durch folgenden Ausdruck gegeben: 

sie nimmt also, wenn wir (x, y, is) = (a<y, b^, Cd) setzen, wodurch 
Fjx = wird , den Werth an : 

(- ly^^fja.fsß.fsy.gsFhGi^H;. 

Für FiiGdfiS^' können wir setzen: j/Hi'j/^^i/Hfxj/H^. Die 

Werthe der beiden linearen Functionen 5, und -3fx,;i^ im Punkte ä 
sind demnach folgende: 

9a9ß9Y9n\y^) 

und 



(- ly^^UaufSßnUrngöVHij/H^yHhVHi^. 

Beide Ausdrücke unterscheiden sich von einander nur durch den Factor 



H^j/Hi^^ 



9a9ß9r9e9.yH{yH;{yB'f' 

der auf die Form 

9x9f,HJOi^t: 

gebracht werden kann, und sich nicht ändert, wenn a mit /3, y oder 
8 vertauscht wird. Mithin gilt für alle vier Punkte a, /3, y, tf die 
Gleichung : 

und da dies eine lineare Gleichung in. {x, y, ^) ist, so muss sie für 
alle Werthe dieser Grössen bestehen. Hiermit ist also bewiesen, dass 

sich die Function S^ von Mx,Xfi nur um einen von X, y, unabhängigen 
Factor unterscheidet. 

Sghottkt, Abel'scbe Funct. 7 
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Nun steht aber die Function Mx,Xfi (wie aus (31) und (42) her- 
vorgeht), mit der Grösse ca^Xß ij^ folgendem Zusammenhange: 

^x^ifi ^ /. ^ Tür 



es ist also: 

B 



j 



Daraus folgt: 

/Sj erhalten wir hieraus^ indem wir {x, y, z) mit {x'j y\ z') vertauschen. 
Die altemirende Function J verwandelt sich dabei in — J, Es 
ist also: 

— 9x 9u *^^ 

Nun ist nach der Gleichung (48): 

XXfi(o^Xf.dvn — txdvxß = :/^ ^ -• 

^yx^fi "0 

Wenn man hier für /S, und Äj die gefundenen Werthe einsetzt, so er- 
hält man: 

XXfiCüxXfidvx — txdvxfi = — gj^^'%^^ {xxt^^xXiiSJ — txSiiu) 

+ ^^^iTo (XXf.(^xXßHx — t^cSxß). 
Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 

Xx.^xXß [dv, - -^^j^^ A + jj^^r^^ A j 

Hier ist nun leicht zu sehen, dass die mit xx^c^xx^i und ^x multipli- 
cirten Ausdrücke gleich Null sein müssen. Denn es ist allgemein 

dVn = ümdu + hmdu + Cmdu\ 
Hm = (ImS + brnS + CmS , 
Sm = dmS' -f- bmS' + Cm^^^- 

Dadurch nimmt auch der Ausdruck 

die Form 

an, wo -Ö", -ö*', d^ von dem Index m unabhängige Grössen bedeuten. 
Führt man für den Augenblick diese Grössen d'm ein, so ergiebt die 
aufgestellte Gleichung: 
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Diese Formel kann nur dadurch bestehen, dass allgemein d'x und 
^Xfi gleich Null ist. Am klarsten wird dies erkannt, wenn wir die am 
Anfange des vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 

zu Hülfe nehmen. Angenommen nämlich, dass die Grössen ^m von 
Null verschieden wären, so wäre 



'"'"'' ^x ZX' 



also 



mithin 



^ fi *y« ^a *öx 



(Ö/Jyx0>«^x= y^ =CJyaxfi>/?crx. 

Die drei Producte 

wären demnach einander gleich; und da die Summe der Goefficienten 
des Ausdrucks auf der linken Seite gleich Null ist, so würde sich 
ergeben: 

was unmöglich ist. Es zeigt sich also, dass wir allgemein #,,, = zu 
setzen haben. Hiermit ist die Darstellung der Differentiale gefunden, 
nämlich : 

^^"^ ~ gE'B^öo ^ "" gBB'U, ^ ' 
Diese Darstellung ist jetzt dadurch zu vereinfachen, dass für a^ der- 
jenige Werth gesetzt wird, der sich in § 15, Gleichung (45) ergab. 

Es war dort (j^ = -^ • Nun folgt aus den Gleichungen : 



tüa 



*^ ' - — 2 -/.* ,^^ -ar /**2 



^x^X 

dass 

'^x^XXxX = '(!f^(pxX 

ist. Ersetzen wir diese Grössen durch ihre Ausdrücke in x, y, is, 
X, y\ Zy so folgt: 

R.RxG.x • S;HxGr'xx «= ^^F^xF'.v, 
und da 

JTx SxGxx = R Fxx 9 • SxHx Ctxx = Fxx 

7* 
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ist, so erhalten wir: 

Setzt man dies in den Ausdruck von a^ ein, so wird 6q = ^^ ; 
daher: 

Nun ist _ 

Sm = OmS -f- &m-S" + C^-ff , 

daher erhalten wir die Differentiale der Argumente durch folgende 

Formeln ausgedrückt: 

, 1 /HA H'A'\ 



Die Integrale 



, , 1 /JffA H'A'\ 

, ._ 1 /Sa S'a'V 

fHA Cha r 

J 2kg E' J 2kgB' J i 



SA 



2kgB^ 

ausgedehnt auf einem bestimmten Integrationswege von einer beliebigen; 
aber festen unteren Grenze a, b, c bis zu dem veränderlichen Punkte 
X, y, bezeichnen wir durch 

U{x, y, 0), TJ'ix, y, ^), TJ'\x, y, 0). 
Es ist dann 

«,y,* /f'^'* /f*^** 

u = f{dU) + c, u = f{dU') + c\ u' = f{dü") + c", 

«,y,* «>y,* «fV,« 

WO c, c, c" die von Xy y^ und a;', y, / unabhängigen Integrations- 
Constanten bedeuten; oder: 

u = U(x, y, 0) — U(x\ y , /) + c, 
u' = ?7' (^, y, z) - J7' (a;', y', /) + c', 
t,"= r'(a;, y, 0) - ;7"(^', y, /) + e^". 
Es ist offenbar, dass die Constanten c, c', c' auf mehr als eine Art 
bestimmt werden können, da die Integrale, durch welche die Argu- 
mente dargestellt sind, mehrdeutige Functionen sind. Es fragt sich 
nun: Welche Werthe können diesen Constanten ertheilt werden? 
Unsere ganze Untersuchung ist begründet auf der Voraussetzung, dass 
die Determinante der sechs Grössen L,j, L^^ etc. gleich Null gesetzt 
werde. Diese Determinante ist eine Function, die gleichzeitig mit den 
Argumenten verschwindet. Es muss daher möglich sein, diese Glei- 
chung so aufzulösen, dass die absoluten Beträge der Argumente beliebig 
kleine Grössen sind. 
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Werden die Argumente geradezu gleich Null gesetzt; so ver- 
schwinden alle diejenigen <T- Quotienten ^ deren Zähler eine ungrade, 
und deren Nenner eine grade <;- Function ist. Nun findet aber ein 
gemeinsames Verschwinden aller dieser Quotienten nur statt in dem 
Punkte {x, y, z) = {x, y\ z')\ es müssen also — c, — - c, — c" die- 
jenigen Werthe sein, welche die Integrale 

xy» xy» xy$ 

fdU, fdU\ jdU" 

x'y's' x'jfz' x'y's' 

erhalten^ wenn man die obere Grenze mit der unteren zusammenfallen 
lässt. Es sind also c, c\ c' im Allgemeinen ein System yon Integral- 
Perioden; speciell sind diese Grössen gleich Null zu setzen, wenn* die 
Integrale so definirt werden, dass sie verschwinden ^ wenn die obere 
Grenze der unteren gleichgesetzt wird. 

Andrerseits verschwindet die Determinante der Grössen L auch 
dann, wenn für w, w', w" ein vollständiges Periodensystem 2'Sr, 2ty', 
27S" gesetzt wird. Nimmt man m, w', w" in der Nähe eines solchen 
Systems an, und definirt die Integrale wieder so, dass sie verschwinden, 
wenn (n?, y, z) mit (o?', y, /) zusammenfällt, so wird c=2t5', c— 2ty', 
c = 27!F'\ Diese verschiedenen Lösungen können nicht wesentlich 
verschieden sein, sondern müssen durch Aenderung der Integrations- 
wege in einander übergehen. Daraus geht hervor, dass jedes Perioden- 
system 2'®', 21^', 2"©^' auch ein Periodensystem der drei Integrale f7, 
tl\ U" sein muss, und umgekehrt. Wir können daher die Grössen 
c, c\ c' allgemein gleich Null, also 

xy 



(49) 



u 



u 



X y » 
xy» 

f{dU'), 

xy» 



u" = J\d U") 

>. X y »' 

setzen; wird Xy y, z in der Nähe von x\ y', / angenommen, so er- 
halten wir, je nach der Wahl des Integrationsweges, ein Werthsystem 
Uy Uj u\ das der Umgebung des Nullpunktes, oder irgend eines Perioden- 
systems 27!fy 2t3^, 2'ar'' angehört. 

Es ist _ _ 

(50) ^-S^' ^'-J-Sk^ ^"=/wÄ- 

Der Formel (29) zufolge ist das Differential A durch folgenden 
Ausdruck gegeben: 
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A = xdH'{-ydH + zdTt, 
Da aber nach (26) die Identität besteht: 

so ist auch 

A = — {Hdx + Hdy + ISdz). 

Je nachdem man die Integrale als Functionen von Xy y^ z^ oder von 

Hy H, IS auffassen will; hat man die eine oder die andere Darstellung 
zu wählen. 

Diese drei Integrale: JdUj JdTJ\ fdU" haben die Eigenschaft, 
dass sie an keiner Stelle des Gebildes unendlich werden. 

Wir fassen die drei Grössen H^ H, W, als Integrationsyariabie 
auf; und betrachten das Integral 



/ 



Dieses lässt sich mit Hülfe der Relation 



«./J.y l J 9a9;i9Y9vyB B 

welche in § 10 aufgestellt worden ist^ in zwei Theile zerlegen. Da 

nämlich in dem Ausdruck auf der linken Seite die Summe der mit 

d log Ha, dlogHßy d log Hy multiplicirten Grössen gleich Null ist; 
so können wir diesem Ausdruck folgende Form geben: 

cFav{d log Ha-d log Hy) + c'Fß,{d log H^ — d log Hy). 

Nun ist 

dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Gestalt an: 



c 



j/^yH^H^ ^(V.sA ^ j/ R^y H^ H^ /y H,\ 
' y H,^y H^^y H,, [j/hJ'^ ' yET^yH^^yH,, {ynj 



H^A 



B 

Das Integral 1 — ^ zerfällt dadurch in zwei Theile, deren jeder nur 

in den Berührungspunkten der Doppeltaugenten Mxft = 0, H^x = 0, 
JJ^;i == 0, jSy = unendlich wird. Wir können aber in dem Ausdruck 
dieses Integrals die sechs von v verschiedenen Indices beliebig unter 
einander vertauschen. Vertauscht man x, A, ^ mit a, ßy y^ so erhält 
man eine neue Form, aus der hervorgeht, dass das betrachtete Integral 
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in den angegebenen acht Punkten nicht unendlich wird. Mithin kann 
das Integral 



/ 



^^A 



B 

an keiner Stelle des durch die Gleichung Jf = definirten Gebildes 
unendlich werden, sondern muss an jeder den Charakter einer ganzen 
rationalen Function behalten. 

Da dies für alle sieben primitiven Indices gilt, so ülierträgt sich 
diese Eigenschaft unmittelbar auf die Integrale 

f HL. fHA rSA 
J 2kgE' J 2kgE' J UgB' 

die wir die Normal-Integrale erster Gattung nennen; und die Integrale 
müssen diese Eigenschaft auch besitzen, wenn wir sie nicht als Func- 
tionen von fi, jff, B^ sondern von a?, y, z betrachten. 

§ 18. 

Wir haben bis jetzt nicht die a- Functionen selbst, sondern nur 
die Quotienten derselben als abhängig von x, y, z und x\ y\ z auf- 
gefasst. Es lassen sich aber Differentialgleichungen aufstellen, welche 
die Grössen 6m selbst, und zwar zunächst durch ihre Logarithmen 
definiren. Die Eeduction dieser Gleichungen auf diejenige einfachere 
Form, in der sie erscheinen bei der von den Integralen ausgehenden 
Theorie der Aberschen Functionen, ist indess mit nicht geringen for- 
malen Schwierigkeiten verbunden. Wir beschränken uns deshalb dar- 
auf, nur die wichtigsten Eigenschaften dieser Transcendenten anzugeben, 
welche ohne Rechnung erkannt werden können. 

Wir wissen, dass jede der Functionen <y(w, tt', w'% entwickelt 
werden kann in eine stets convergirende Potenzreihe der Argumente 
u, u, v!\ Diese Argumente selbst sind durch Integrale erster Gattung 
dargestellt worden, welche an jeder Stelle des algebraischen Gebildes 
{Xy y, z) den Charakter ganzer rationaler Functionen haben. Daraus 
folgt, dass auch die Function 0{u, u\ n')mj als abhängig von rc, y, z 
betrachtet, an keiner Stelle des algebraischen Gebildes unendlich werden 
kann, sondern überall den Charakter einer ganzen rationalen Function 
besitzen muss. Lässt man den veränderlichen Punkt {Xy y, z) eine 
geschlossene Linie durchlaufen, so ändern sich die Normal- Integrale 
erster Gattung allgemein um ein Periodensystem 2^^, 2ty', 2B'"; es 
geht also a{Uy Uj u')m über in: 

Die Transcendente Orn ändert sich also auf einem Periodenwege um 
einen Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function von 
t«, Uy u\ d. h. ein Integral erster Gattung ist. 
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Diese Expouentialfactoren werden an keiner Stelle Null oder un- 
endlich. Daher hat die Frage: an welchen Punkten wird die Function 
öm gleich Null? eine bestimmte Bedeutung. Denn wenn irgend ein 
Zweig der Function an einer Stelle des Gebildes verschwindet^ so muss 
auch jedes durch analytische Fortsetzung daraus abgeleitete Element 
an derselben Stelle den bestimmten Wertii Null haben. 

Wir wissen, dass jeder Quotient -^ an drei Punkten verschwindet, 
und an drei von dem Index m unabhängigen Stellen unendlich wird. 

Nun kann der Quotient -^ , da <y,„ und 6^ nie unendlich werden, nur 

dadurch verschwinden, dass der Zähler verschwindet, und nur dadurch 
unendlich gross werden, dass der Nenner verschwindet. Es sind aJso 
für jeden Index m (m = eingeschlossen) drei Punkte von vornherein 
bekannt, in denen (T^ = wird. Es ist nun zu beweisen, dass 0m i^^^ 
an diesen drei Stellen verschwindet. 

Das logarithmische Differential von dm lässt sich, wenn wir diese 
Function als abhängig von x^ y^ z betrachten, in folgender Weise 
darstellen : 

d (log 0^) = -^^p- dV'\--.^^^dV +-^~^dU . 

Die Differentialquotienten sind hier so zu bilden, als ob w, u\ u" un- 
abhängige Grössen wären, dann aber die beschränkten Werthe der- 
selben einzusetzen. Lässt sich nun beweisen, dass die drei Grössen 

d log Om ^ ^Qg ^m ^ ^^SOm 

du ' du ' du" 

nur in den drei bekannten, zum Index m gehörigen Punkten unend- 
lich werden, so folgt, da dU, dU\ dXJ" Differentiale nie unendlich 
werdender Functionen sind, dass auch log (<y„») nur an den drei be- 
kannten Stellen unendlich wird. Nun bilden wir in derselben Weise: 

\ du J du* ' dudu ' dudu 

Hier sind die drei mit dU, d ü\ d W multiplicirten Ausdrücke, wenn 
wir Uj w', w" als unbeschränkt veränderliche Grössen auffassen, periodi- 
schen Functionen der Argumente. Denn es ist log ((?^) eine Function 
von Uy u'y w", die sich um eine additiv hinzutretende lineare Function 
21iu + 2^5^'^' + 2*^"!*" + Const. ändert, wenn die Argumente um 

d log c 
ein Periodensystem vermehrt werden; die ersten Ableitungen — ^ — ~ etc. 

ändern sich daher nur um die Constanten 2^^, 2*^', 2*^", die zweiten: 

3* log (F 

- ^ "* etc. bleiben ungeändert. Ferner haben diese zweiten Ab- 
leitungen die Eigenschaft, dass das Product einer jeden mit c'^ eine 
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stets endlich bleibende Function ist; denn jedes dieser Producte lässt 
sich darstellen durch eine ganze Function von 0„i und ihren Ableitungen. 
Nun haben alle Quadrate der 64 Functionen 6m die Eigenschaft, dass 
sie sich um denselben Exponentialfactor vermehren; wenn die Argu- 
mente um ein Periodensystem yermehrt werden: 

Es sind also diese 64 Functionen afn, ebenso wie die Producte 

^2 ^'loga^ . y log öm . 
^m ^^ , i^m ^t^^u' etc., 

der Definition des § 2 im ersten Theil zufolge, Theta-Functionen zweiten 
Grades mit einer Charakteristik, deren Elemente ft, v sämmtlich Null 
sind. Da aber, wie dort gezeigt ist, nur r^ linear unabhängige Theta- 
Functionen rten Grades von einer bestimmten Charakteristik existiren, 

2 d* log a 
so muss zwischen öm — ä~T^ ^?^ *^^^* Quadraten von Theta-Func- 
tionen eine lineare homogene Gleichung bestehen. Wir wählen die 
acht Quadrate: 

V, a,\ (^2^ . . . 0,\ 

Zwischen diesen acht Grossen besteht keine lineare Gleichung von 
der Form: 

so lange die Argumente als unbeschränkt gedacht werden. Denn an- 
genommen, dass eine solche Gleichung existirte, so verschwinden, wenn 
wir die Argumente gleich Null setzen, alle Glieder mit Ausnahme des 
ersten ; folglich muss Ä = sein. Setzen wir ferner die Argumente 
gleich dem halben Periodensystem oj^, oj^', co^", so verschwinden alle 
Glieder mit Ausnahme des zweiten; folglich muss J., = sein. Auf 
diese Weise sieht man, dass alle Coefficienten A^ Ä^ • • * Ä^ gleich 

Nvdl sein müssen. — Hieraus folgt nun, dass sich öl^ — ^ « '"' zerlegen 
lassen muss in ein lineares Aggregat: 

7 
a = 

32 log a 

dass also — ^ . ^ sich in dieser Form darstellen lassen muss: 

du* 

d^ log (J„, 
du* 

Dasselbe gilt von den fünf übrigen zweiten Ableitungen. Setzen wir 
nun für die (?- Quotienten ihre Ausdrücke durch x, y, is und x\ y, 0, 

so verwandelt sich jedes Glied Aa -f in eine rationale Function von 
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Xj fff Zy welche nur unendlich wird in den drei uns bekannten Punkten, 
die zum Index m gehören. Daraus folgt, dass alle sechs zweiten Ab- 
leitungen, als Functionen von x^ y, s betrachtet, nur in denselben drei 
Punkten unendlich werden. Daraus aber ergiebt sich, dass auch die 
Integrale 

^og a^ d log tf^ dlogc^ 
du ' du ' du ' 

und endUch log 0„, selbst nur in den drei zum Index m gehörigen 
Punkten unendlich wird, dass also <;„ nur in diesen drei Punkten yer^ 
schwindet. Ferner ist klar, dass öm in diesen drei Punkten auch nur 
Ton der ersten Ordnung unendlich klein werden kann; denn sonst müsste 

der Quotient — auch von höherer als der ersten Ordnung xmendlicb 

klein werden. 

§ 19. 

Durch die im § 17 geföhrte Untersuchung ist die eigentKche Be- 
deutung der im § 3 festgesetzten Beschrankung der Veränderlichen u, 
u, u" gezeigt worden. Wir sahen, dass wenn die Determinanten- 
gleichung zwischen den Grössen L,,, L,2 ete. besteht, die Argumente 
le, Uy u' nicht mehr willkürlich sind, sondern durch die drei Normal- 
Integrale, jedes von einer bestimmten unteren Grenze (a?', y\ z') bis zu 
einer bestimmten oberen {x, y, z) ausgedehnt, dargestellt werden können. 
Die Ausdrücke der (T-Quotienten, welche wir gefunden haben, sind also 
diejenigen Werthe, welche die Functionen 

a{u, u, u"), 






annehmen, wenn für die Argumente u, ii\ u" die drei Integrale 

jdU, JdU\ fdü'\ 

genommen zwischen diesen beiden Grenzen, eingesetzt werden. Die 
untere Grenze (xf, y\ z) wollen wir als fest annehmen; dann können 
wir die drei Integrale durch f7(rc, y, ;?), f7'(^, y, z)y TJ" {x^ y, z) oder 
kürzer durch ?7, Z7', TJ" bezeichnen. Wir können dann die Resultate 
der vorangehenden UntersuchuDgen so zusammenfassen: 

Setzt man für die Argumente m, w', m" der (T-Functionen die In- 
tegrale Z7, TJ'y U" ein, so verwandelt sich jede der 64 (?- Functionen 
in eine transcendente Function von x^ y, Zy die an drei Stellen des 
Gebildes, und zwar von der ersten Ordnung, verschwindet. Diese drei 
Stellen sind, für die graden Functionen 6my algebraisch abhängig von 
der unteren Grenze der Integrale, und zwar sind sie für die Function 
6q definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben Functionen 
Qä, für 0x1 fi als diejenigen Nullpunkte der Function Q«,;!/*; ^^ weder 
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Doppelpunkte sind, noch der Gleichung -F^ = genügen. Für die 
ungraden Functionen a^ dagegen sind sie unmittelbar gegeben; es 
fallt nämlich für diese einer der drei Nullpunkte immer mit der unteren 
Grenze {x, y\ /) zusammen ; die beiden andern werden gebildet durch 
das Yon{x',y,0') unabhängige Punktepaarm, iu welchem -BT», verschwindet. 
Der Quotient zweier <y- Functionen 

ist eine algebraische Function ; die in der Form 

darstellbar ist; wo E(x, y, e) eine rationale Function bedeutet. Die 
Grossen iq sind Quadratwurzeln aus rationalen Functionen. Bei der 
Definition dieser Grossen ist eine gewisse Willkür gelassen ; man kann 
3ede Yon ihnen mit einer rationalen Function multipliciren, ohne dass 
die wesenÜichen Sätze über dieselben geändert werden. Wir können 
deshalb, wenn wir wollen 

% = i-, i?xa = »/«i?;i, n*Jiti'^n*ninfi 

setzen; endlich ist auch das Product aller sieben Grössen i]x eine 
rationale Function. Wir können deshalb 

1,. = ^ '(x==2,3...7), 

setzen; wodurch nun alle Grössen ij bestimmt sind. 

Ist m ein ungrader Index^ so sind von den Nullpunkten der Func- 
tion 6 (Uy U\ U'')m zwei von der unteren Grenze unabhängig. 

Aendert man daher die untere Grenze und bezeichnet mit U, U\ ü" 
die Normal-IntegralC; ausgedehnt von einer neuen willkürlichen Stelle 
x'j y\ z" bis zu x^ y, z^ so ist oflFenbar, dass der Quotient 

nur an der Stelle x', y, z' verschwindet, und nur an der Stelle x\ 
y", z" unendlich wird, beides von der ersten Ordnung. Diese Function 
ändert sich überhaupt nur um einen constanten Factor, wenn wir den 
Index m durch einen andern ungraden Index n eirsetzen. Dies geht 

aus der Gleichun&r — = c _^ unmittelbar hervor. 

§20. 
Zur Darstellung der allgemeinen (T- Functionen führt jetzt fol- 
gender Satz. 
Es seien 
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xffB xyz xp» 

U^JdU, U'= Jd U' , ü" = fd U" 

abe abc abc 

• 

die drei Normal-Integrale erster Gattung, genommen von einer festen 
unteren Grenze (a, 6, c) bis zum willkürlichen Punkte {x, y, z)\ es 
seien ferner 

^O; V; V; ^11 Vl'> ^l" • • • ^r-l, v'r-i, v'r-l, 

2 r Systeme von je drei Constanten, die den drei Bedingungen 

r — l r — 1 r — 1 

«=0 a = a=:0 

genügen, im Uebrigen willkürlich sind; es seien endlich 

Kq, AJj, ifcj • • • ^r— 1) ^o; ^1 • • • ^r-l 

2r beliebige Indices, und m derjenige Index, der durch Zusammen- 
setzung aller entsteht; dann ist das Product 

r— 1 






darstellbar durch eine algebraische Function von rc, y, ^, die durch 
Multiplication mit dem Factor r^m in eine rationale übergeht. 

Wir beweisen diesen Satz schrittweise durch das Additionstheorem ; 
zunächst für den Fall, dass das Product aus einem einzigen Quotienten 
besteht; dann für den Fall r = 2; daraus folgt schliesslich das All- 
gemeine. 

Wir setzen in dem Additionstheorem, das in der Gleichung (39) 
des ersten Theils enthalten ist, den Index m = 0. Dann erhalten wir: 

(51) CqQ (2v ' ' ')ii Q {u -]- w ' ' ')k Q (u — w ' ' ')i 

7 
a = 

Hier machen wir ferner die Voraussetzung, dass die beiden Indices ä;, l 
so beschaffen sind, dass der aus beiden zusammengesetzte kl grade ist. 
Dann setzen wir v, v, v' gleich Null und drücken die Theta-Functionen 
aus durch die 0. Dann erhält das Theorem folgende Gestalt: 

7 
«=0 

WO J-o, -4j • • • ^7 von w, M, w" unabhängige Factoren bedeuten. Nun 
setzen wir u = U, u = U\ u" = U'\ und dividiren die Gleichung 

durch {<y (?7 • • •)o}^ Alsdann wird jedes Glied des Ausdrucks auf 
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der rechten Seite eine mit dem Factor rjki behaftete Function; es ist 
also der Quotient 

a(Cr + t(7 • • •)jff ({7 — w; • • Ol 

dargestellt in der Form: 

wo B {x^ y, 0) eine rationale Function bedeutet. Dies beruht auf der 
Annahme^ dass der Index Jcl grade ist^ weil sonst Cjti yerschwindet und 
dadurch die Gleichung illusorisch wird. 

Es seien nun k, m zwei beliebige Indices. Jedenfalls lässt sich 
zu diesen ein dritter, Z, bestimmen, von der Beschaffenheit, dass so- 
wohl hl als ml grade ist. Ist km grade, so brauchen wir nur l = k 
zu setzen; dann ist ^Z <=> 0, ml = hm, also beide Indices^ wie verlangt, 
grade. Ist aber km ungrade^ also entweder von der Form x oder x l, 
so setzen wir 1= kaßk (x, X, a, ß sollen irgend vier verschiedene der 
sieben primitiven Indices bedeuten). Es ist dann im ersten Falle 

kli=laß, ml^^ xXaß\ 
im zweiten: 

kl = Xaßj ml = xaß'j 

also in beiden Fällen kl und ml grade. — Es ist nun bewiesen, 
dass sich 

{HU")oy 
durch eine mit dem Factor ijjtif 

0(17-}- w " ')^a{ü — w ' ' •)< 

durch eine mit dem Factor rjmi behaftete algebraische Function von 
Xyy', js ausdrücken lässt. Der Quotient beider Grössen 

a{U-}-W' • •)* 
ß(U-\-iO' ••)^ 

ist also eine Function von x,y^z, die durch Multiplication mit dem 
Factor rijtm in eiiie rationale übergeht; und zwar sind hier die Indices 
k, m keinerlei Beschränkung unterworfen. Damit ist der ausgesprochene 
Satz für den Fall, dass sich das Product auf einen einzigen Factor 
reducirt,- bewiesen. 

Wir vermehren jetzt in der Gleichung (51) die Veränderlichen u 
um die Grössen v, und setzen v + w? = «;, , v — tc; = Vj. Dann er- 
halten wir: 

^OÖ (^I + «^2 • • ')kl 6 («^ + V^ • • •)* (W + 1^2 • • •> 
7 

= ^ [+ e (V, • • •)klaQ (Vo • • 0« (^ + «^1 + «^2 • • •)*« (^ • • •>«]• 
a = 
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Hier setzen wir wieder die Integrale TJy U\ U" für die Argumente 
w, u\ u' ein, und ersetzen die durch die mit Constanten behafteten a. 
Dann erhalten wir eine Gleichung von folgender Form: 

7 

a = 

Hier bedeuten B^y B^ - * - B^ von x, y, z unabhängige Factoren. Dividirt 
man diese Gleichung durch 

so wird, wie bereits bewiesen ist, 

er (U'+t?i + t;8- • Oo 
eine mit dem Factor riicay 

eine mit dem Factor rjia behaftete, also das Product beider Quotienten 
eine mit dem Factor rjki behaftete algebraische Function von x, y, z. 
Dies gilt von jedem Gliede, also auch von der Summe; es ist daher 

Wir bilden in derselben Weise den Quotienten: 



a (U + Wi + Wi ' - )q a {ü ' ' ')o 

Dieser muss sich darstellen lassen durch eine mit dem Factor rimn be- 
haftete algebraische Function von x, y, 0. Wenn wir nun zwischen 
den vier Systemen von je drei Constanten: 

^1 ; ^\\ K 5 ^2 y ^2'» ^2" ; ««^1 ; ^/^ ^i"? «^2 ; «^2'? '^i 
die drei Relationen annehmen: 

Vj + i;^ =±=i(;j + ^2; 
^1' + ^2' = «<'l'+ '^ij 

so werden die Nenner beider Quotienten einander gleich; wir er- 
halten daher: 

Damit ist der anfangs ausgesprochene Satz für r = 2 bewiesen. 

Um nun zum Beweise des allgemeinen Theorems zu gelangen,^ 
nehmen wir an, dasselbe sei bewiesen für den Fall, dass das Product 
aus r — 1 Factoren besteht. Wir sondern vom Zähler von Q einen, 
vom Nenner zwei Factoren ab: 
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Q = -' .,, 

a = 2 

Demnach können wir, indem wir im Zähler und Nenner einen Factor 

a {ü + Wq + Wi — Vq " Oo 
hinzufügen, den Ausdruck Q in die beiden Factoren zerlegen: 



Qi 



(f(ü + Wo" \ (f(ü + ITi . • '\ 






_ 0(U+Vr' •)*, TT l ^i^+^a" 'ha 



2 a(ü+Wo+Wi--Vo-'')oJLJL ^<F(J7+w„..-)| 
Setzen wir nun 

80 sind zunächst für den ersten Ausdruck Q^ die drei Voraussetzungen 
des Satzes erfüllt; und da wir denselben für r = 2 bewiesen haben, 
so ist Q^ eine mit dem Factor rjm^ behaftete algebraische Function von 
X, y, z. Aber auch für den «weiten Factor sind die Voraussetzungen 
erfüllt; denn da 

2] (v« — w;«) = 



u = 



angenommen ist, so ist 



1 r-i 

^1 — ^0 — ^I + ^0 + ^ (Va — Wa) = 0. 

a = i 

Nehmen wir also an, dass der Satz für Producte von r — 1 Factoren 
bewiesen sei, so folgt, dass Q^ eine mit dem Factor i]m, behaftete alge- 
braische Function ist. Nun ist w, m2 = w$; es ist also rim, rim^ eine 
mit i]n behaftete Function von {x, y, z). Daraus erkennt man, dass 
das Product Q durch Multiplication mit dem Factor rim ia eine ratio- 
nale Function von x^ y, z übergeht. Wenn also der Satz gilt für 
Producte von r — 1 Factoren, so ist er auch richtig für Producte von 
r Factoren. Da er nun für r = 1 und r =^2 bewiesen ist, so gilt 
er allgemein. 

§ 21. 

Wir gehen jetzt über zur Definition der AbeFschen Functionen 
dreier unabhängiger Veränderlichen w, u\ v!\ Wenn wir in der Function 

6 (w, w, w% 

die Argumente um ein Periodensystem 2lS ^ 2is'^ 2'Sr" vermehren, so 
ändert sich dieselbe um den Factor: 
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Der Quotient 

ändert also nur sein Zeichen; und zwar ist 



(— i)^[i»(«*~«')-«(d*-d')l 



a (tt + 2 o • • •), ^ ^ ff (t* • • O^ 

Bilden wir nun ein Product von beliebig vielen <?- Quotienten, und 
stellen für jeden Factor diese Gleichung auf: 

ff(tt + 2o...},„ ^ ^ <^(w •••),« 

(a — 0, 1 ... r — 1), 

so fügen sich, wenn wir den aus sämmtlichen Indices ha, h zusammen- 
gesetzten Index mit m bezeichnen, die r Summen 

zu einer einzigen zusammen : 

2; [p «»» — g d"»] ; 
es ist also, wenn wir das Product 



= ^ *" ' 



mit Q (Uy Uf u") bezeichnen: 

Dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir unter Q {u, u', u") die all- 
gemeinere Function 

verstehen, wenn nur zwischen den Constanten v und w die Gleichungen 
bestehen: 

r — 1 

a = 
r— l 

a=:0 
r — 1 

a = 

Dies ist eben so leicht zu beweisen. 

Wir denken uns nun die 2r Indices ka, la so gewählt, dass durch 
Zusammensetzung aller der Index Null hervorgeht; dann sind die sechs 
Grössen «"» und S^ sämmtlich Null; daraus geht hervor, dass unter 
dieser Voraussetzung die Function Q eine periodische ist. 
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Jede so gebildete periodische Function und jede rational aus 
solchen Quotienten gebildete nennen wir eine Abel'sche Function der 
Argumente. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar folgender Satz: 

Ist g) {Uy u\ u") eine beliebige Abel'sche Function und sind w^ w'y w" 
drei willkürliche Contanten, so ist 9 (m + w?, w + w\ u" + w") eben- 
falls eine AbeFsche Function. 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz führt nun unmittelbar 
zu der algebraischen Darstellung der AbeFschen Functionen durch eine 

Anzahl von Grössensystemen (^o;yo;^o)> (^i;y!»^i) ®t^-; <^i® ^^^ 
Gleichung L = genügen. Aus diesem Satze geht nämlich Folgendes 
hervor: 

Setzt man in dem Ausdrucke irgend einer AbeFschen Function 
cp (u, w', u) für die Argumente die Integrale erster Gattung ydiJ, 
Jd JJ'y Jd JJ"y ausgedehnt von einer als fest gedachten unteren Grenze 
(a, b, c) bis zu einer willkürlichen oberen (a;, y, z)^ so verwandelt sich 
iie Abersche Function in eine rationale Function von (x^ y, z). 

Setzt man nun für jedes der Argumente nicht ein Integral, son- 
dern eine Summe von Integralen, die alle aus derselben DiflFerential- 
function entspringen: 

u = ^J(dü), 

(^a» 2/«» ^u' 

so wird die AbeVsche Function eine rationale Function sämmtlicher 
oberen Grenzen (^a, y«; ^8?«). Denn sondern wir von den aufgestellten 
Summen diejenigen Integrale ab, deren obere Grenze der Punkt 
(^a?ya;^a) ist, SO erhalten wir: 

u ^= j (dU) + ^ , 

u =j(dU') +w\ 

ScHOTTKY, AbePsche Fuuct. 8 



u 
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Nehmen wir nun Xaylfaj^a allein als veränderlich, die übrigen 
Werthsysteme als constant an, so sind auch w, w\ w" drei constante 
Grössen und g? (w + *^> m' + ^i ^' + ^ ) jedenfalls eine Abersche 
Function von w, ü\ w". Setzt man hier für w, ü\ u' die von (a«, 6«, c«) 
bis {Xay Vaj Za) ausgedehnten Integrale ein, so verwandelt sich, dem 
ausgesprochenen Satz zufolge 9 (w + tc; • • •) in eine rationale Function 
von (Xaj ya% ^a). Es ist aber dann ü -{- w = u, ü' -{' w' = u, 
ü" + ^'' = ^" 5 folglich erkennen wir, dass durch die Substitution der 
Integralsummen für die Argumente die AbeFsche Function (p {u, u, u') 
in eine rationale Function von {Xa^ ya,0a) übergeht. 

Wir können nun die Formeln für die- Darstellung der Argumente 
in folgender Weise schreiben: 



-2 



|Z7 dXa, Vay Za) — U (tta , ha, Ca)jy 
U" = ^ I Z7" {Xa, ya, ^a) — U" («« , 6«, Ca)| , 

wenn wir unter TJ (x, y, 0), U' {x, y, z\ TJ" {x^ y, z) die drei Integrale 
verstehen : _ 



j2TcgB' J 2kgR' Ja 



2kgR 

Daraus geht hervor — wenn wir auf die volle Vieldeutigkeit der In- 
tegrale Rücksicht nehmen — dass die Argumente u , u, u" sich nur um 
ein Periodensystem ändern , wenn zwei der Werthsysteme {Xa , y« , 0a) 
mit einander vertauscht werden. Die Aberschen Functionen bleiben 
mithin vollständig ungeändert, wenn die Werthsysteme (Xa,yaf0a) beliebig 
unter einander vertauscht werden. Demnach ergiebt sich folgender Satz: 
Setzt man für die Argumente u, u\ u" irgend einer AbeFschen 
Function (p (m, u\ u") die Integral-Summen: 

U {Xa, ya, Za) — ü {üa y ha, Ca) \ ctC. 



U = ^ 



ßdU)\=2 



ein, so verwandelt sich dieselbe in eine rationale und symmetrische 
Function sämmmtlicher Werthsysteme (rc«, ya, Za)- Es sind also jetzt 
die Abel'schen Functionen nicht nur allgemein definirt, sondern es ist 
auch die Grundlage gegeben zu ihrer Darstellung durch symmetrische 
Functionen einer Anzahl der Gleichung L = genügender Werthsysteme. 
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§22. 

Es ist klar, dass je nach der Anzahl der Integrale, die man zur 
Darstellung der Argumente verwendet, und nach der Wahl ihrer unteren 
Grenzen, die Darstellung der AbeFschen Functionen verschieden aus- 
fallen muss. Die volle Veränderlichkeit ist gewahrt, wenn man die 
Argumente durch Summen von je drei Integralen ausdrückt mit be- 
liebigen, aber fest gewählten unteren Grenzen. Nimmt man eine der 
unteren Grenzen, oder beide, noch als willkürlich veränderlich an, so 
würden sogar zwei Integrale ausreichen. Die Methode zur Darstellung 
der ö- Functionen, welche im Folgenden benutzt wird, ist anwendbar 
unter allen diesen besonderen Annahmen. Wir machen diejenige An- 
nahme, welche zur Darstellung der <T-Quotienten in der Weber'schen 

Form führt, weil wir bei dieser Annahme keinerlei algebraischen 

Bchwiengkeiten begegnen. Es seien 

(^o;yo>^o)» (^ny^^i)» (^21^21^2); (^3; 2/3» ^3); 

(«01 hy ^0); (»i> *i ; ^i); (ö^2> *2> ^2)» («3» h^ ^3) 
acht Werthsysteme, die der Gleichung L = genügen^ die vier oberen 
sehen wir als veränderlich, die übrigen als feste Punkte des Gebildes an. 
Wir setzen dann: 



(52) 




U (xn, yn, Sh) - U {an, hy Ch) 



U' [Xhj Vh, ^h) — U' {üh, h, Ch) 



ü" {^hy Vh, Zk) — ü" («Ä, 6ä, Ck) 



A=0 



Es wäre erlaubt — wovon wir indess keinen Gebrauch machen — 
ohne die Veränderlichkeit der Argumente zu beschränken, eins der 
vier Werthsysteme (Xhj J/ä, 0h) als constant anzunehmen, üeber die 
vier unteren Grenzen haben wir freie Verfügung. Wir beschränken 
dieselben durch die Bedingung, dass es eine homogene Function dritter 
Ordnung H geben soll, die an diesen vier Punkten verschwindet und 
ausserdem an den sämmtlichen Doppelpunkten. Diese Function muss 
die Form haben: 

(53) H = AH+ BE' + CH", 

denken wir uns also die andere Gleichung Jf = zu Grunde gelegt, 
so sind die imteren Grenzen der Integrale angenommen als die vier 
Schnittpunkte der Curve Jf = mit einer gege'benen Graden H == 0. 
Wir setzen nun zur Abkürzung: 

ü {Xh, Vh, 0h) = Uh] U {uh, hhy Ch) = Vh (Ä = 0, 1, 2, 3)5 

8* 
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ebenso 

V {xh, y*, Zh) = W, V {an, h, c*) = F»', 

U" (a;*, y*, y*) = U,", ü" (a*, h, c») = F»". 

Als untere Grenze wird in allen Integralen derselbe feste Punkt 
angenommen. Dann ist: 

8 

(54) u==yim-v,), u == y iu,' - r,'i u" = ^ (u," - r,"). 

A = h h 

Diese Ausdrücke denken wir uns in irgend eine der 64 Functionen 
(w, u, u')m eingesetzt. Nehmen wir die drei letzten Werthsysteme 
(i^A, J/a, ^ä) als constant an, so ist a (u, u, u')m eine Function von 
{Xq, y^y 0q) allein; und zwar kann diese Function so dargestellt werden: 

(U, U\ U")m =0{Uq + W, Z7o' + W\ Uq' + W")»n, 
WO 

Uo = U{Xo, yo; ^o); Üq = f7" (xq, y^, Zq), Uo' = ü" (Xq, y^, z^) 

ist, und w , w\ w' drei Constanten bedeuten , definirt durch die Glei- 
chungen: 

{7, + ITj + 173 - (Fo -\.V,^-Y^-\- F3) = w, 

jj; + Tj; ^v;-{ Fo' + F/ + F,' + F,') = «;', . 

?^,"+ f^2"+ f^s"- (V+ 1^^,"+ Fj"+ V{)=^w". 
Wir verstehen nun unter n einen beliebigen der 28 ungraden In- 
dices, und bilden den Quotienten: 

Dieser muss sich, da die Gleichungen 

«<; — E7i — CTj — CTg + Fo + F, + Fj + F3 = 0, etc. 

erfüllt sind, dem in § 20 bewiesenen Satze zufolge darstellen lassen 
durch eine algebraische Function von (aJq, y^, Zq)^ die durch MuJfa*- 

plication mit dem Factor rj^n in eine rationale übergeht. (Unter rj^« 
verstehen wir dieselbe Function von {x^y y^, iSq), die rjmn von (Xy y, js) ist.) 
Wir wollen (Xy y, z) anstatt des veränderlichen Werthsystems 
(^0? ^0 7 ^o)> ^^^ entsprechend Uy TT, U' für (7o, Üq^ Üq' schreiben. 
Untersuchen wir jetzt, an welchen Stellen der Quotient Q verschwindet 
und unendlich wird. Bis auf den Factor (J (?7 + ^ * ' Om? der nirgends 
unendlich wird, sind alle Grössen, die in dem Ausdruck Q vorkommen, 
specielle <y- Functionen von der früher betrachteten Art, die in dem 
Punktepaare (w), und ausserdem jede nur noch an einer Stelle ver- 
schwinden; nämlich ö{U— Z7, • • •)« im Punkte {x^y J/p^i), ^{ü — U^ • • On 
im Punkte {x^y y27 ^2)7 <5 {U — F^ • • •)„ im Punkte {a^y bQ, c^^) etc. 
Der Nenner von Q verschwindet also in den vier von den Doppel- 
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punkten verschiedenen Nullpunkten der Function H von der ersten 
Ordnung, und in dem Punktepaare (n) von der vierten Ordnung; der 
Zähler verschwindet in dem Puuktepaare (n) von der dritten Ordnung, 
und in den drei Punkten (a;*, y*, Z}) (ä= 1,2,3) von der ersten 
Ordnung. Der Quotient ist eine algebraische Function, die überall 
den Charakter einer rationalen hat; die Anzahl ihrer Nullpunkte muss 
daher gleich der Anzahl der Stellen sein, in denen sie unendlich wird; 
daraus folgt, dass die Function <s (m, w', m")^, als abhängig von einem 
der Werthsysteme {Xh, yn, Zh) aufgefasst, an drei Punkten verschwindet. 

Demnach ist der Quotient Q als Function von {x, y, e) definirt 
durch folgende Bedingungen: 

Erstens. Durch Multiplication mit dem Factor ri^n geht Q in 
eine rationale Function von {x, y^ 0) über. 

Zweitens. Q wird unendlich, und zwar von der ersten Ordnung, 
nur in sechs Punkten, nämlich den vier von den Doppelpunkten ver- 
scbiedenea Punkten, in denen H = ist, und dem Punktepaare (n). 

Drittens. Q verschwindet in den drei willkürlich gegebenen Stellen 

(^h,yh,eh) (Ä= 1, 2,3). 

Durch diese Bedingungen ist die Function Q bestimmt bis auf 
einen von {x^y^z) unabhängigen Factor. Dies wird so bewiesen: 

Angenommen, dass die Function Q durch die aufgestellten Be- 
dingungen noch nicht bestimmt wäre, so müsste es, wie auch die 
Punkte {Xhj yn^ Zh) gewählt sind, zwei Functionen Q iind Q' von nicht 
constantem Verhältniss gebeu, die den Bedingungen genügen. Wir 
bestimmen zuerst eine solche Function Q, Diese verschwindet an 
sechs Stellen; also ausser den Stellen (a;;^^yA, js^a) in drei ferneren 
(^a'j yh-» Zh) (Ä = 1, 2, 3). Setzen wir nun in den gegebenen Be- 
dingungen diese neuen drei Stellen an Stelle der Punkte {x^y yhj ^a), 
so ist zunächst Q eine Function der verlangten Art. Dann aber müsste 
eine zweite Function Q existiren, die ebenfalls den Bedingungen ge- 
nügt, und deren Verhältniss zu Q nicht constant ist. Der Quotient 

^ wäre dann eine rationale Function, die nur an den drei willkürlich 

gewählten Stelleu, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. 
Eine solche Function existirt aber nicht. 

Die Aufgabe, die Function Q darzustellen, wird nun dadurch ge- 
löst, dass man vier specielle Functionen 

'^my Slm} -^^y ^m 

aufstellt, zwischen denen keine lineare Gleichung besteht, und die den 
ersten beiden Bedingungen Genüge leisten. Dies ist sehr leicht, wenn 
wir den von Herrn Weber in die Theorie eingeführten Begriff der 
Wurzelfunctionen anwenden. Wir sehen hierbei nicht x, y, z, sondern 
JSj Hy S als ursprüngliche Veränderliche an. 
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Es sei r eine gegebene positive ganze Zahl. Dann können wir 
den Index m auf verschiedene Arten in ein Product von r ungraden 
Indices zerlegen: 

m = ahc • • • c, m = aV c • • • e' etc. 

Diesen Zerlegungen entsprechend kann man die Producte: 

p = yw^yWöj/Hc . . . j/K, r = VHaj/H;^ • • • ^/s;, etc. 

bilden. Jedes dieser Producte und jedes lineare Aggregat derselben 
cF -{- cF' -\' etc. nennt Herr Weber eine Wurzelf unction rter Ordnung 
mit dem Index m. 

Für r = 1 giebt es nur dann Wurzelfunctionen, wenn der Index m 

ungrade ist, und zwar auch dann nur die Grösse f/Hm oder c]/ Hm selbst. 
Für r = 2 sind, wenn m = ist, die Wurzelfunctionen identisch mit 

den aus JS, Hy H linear gebildeten Ausdrücken ; es giebt also ?ür 
m = 0, r = 2 drei linear unabhängige Wurzelfunctionen. Ist dagegen 
r = 2, und m von verschieden ^ so wissen wir aus § 9, dass sich 
sechs Producte 



j/HaVE,, J/Haj/Hö' etc. 

bilden lassen, von der BeschafiFenheit, dass ah =^ ab' etc. =m ist, 
dass aber zwischen je dreien derselben eine lineare Gleichung besteht. 
Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen zweiter Ord- 
nung mit dem Index m ist also gleich 3, wenn m = ist, = 2, wenn 
m von verschieden ist. 

lieber die Wurzelfunctionen gelten nun folgende allgemeine Sätze: 

I. Der Quotient zweier Wurzelfunctionen gleicher Ordnung, deren 

eine zum Index m, die andre zum Index n gehört, ist eine mit dem 

Factor rjmn behaftete algebraische Function; also eine rationale, wenn 

m = n ist. 

Dies ist unmittelbar einleuchtend, da der Quotient je zweier 
Glieder des Zählers und Nenners eine mit dem Factor rjmn behaftete 
Function ist. Dividirt man ferner eine Wurzelfun ction rter Ordnung 
durch eins ihrer Glieder: 

SO verschwindet der Nenner genau in 2 r Punkten, nämlich den Be- 
rührungspunkten der r Doppeltangenten ß^ == 0, -Ef^ = • • • ß« = 0-, 
da der Quotient eine rationale Function ist, so muss auch der Zähler 
in eben so vielen Punkten verschwinden. Es gilt also der Satz: 

IL Jede Wurzelfunction rter Ordnung verschwindet in 2 r Punkten. 

Daraus wiederum geht, für r > 2, hervor: 

III. Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen rter 
Ordnung mit dem Index m ist nicht grösser als 2r — 2. Oder: Zwischen 
je 2r — 1 Functionen dieser Art besteht eine lineare homogene Gleichung. 
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Denn wenn wirklich 2 r — 2 linear unabhängige Functionen dieser 
Art existiren, so lässt sich eine Wurzelf unction rter Ordnung mit 
dem Index m bestimmen, die an2r — 3 willkürlich gewählten Punkten 
Pi9 P2 ' ' 'P2r-z verschwindet. Diese verschwindet ausserdem nur noch 
in drei Punkten p2r^2) l>2r-i, i>2r. Wir nennen diese Function W 
und bilden nun eine zweite Function TT' derselben Art, die an den 
2r — 3 Stellen: pir, Pir—iy P2r-2, i>2r-3 • • •i>4 verschwindet. Ange- 
nommen nun, dass der obige Satz nicht richtig wäre, so würden wir 

W so bestimmen können, dass das Verhältniss -^ keine Gonstante ist ; 

dieses Verhältniss ist aber jedenfalls eine rationale Function, nach dem 
ersten Satze; wir hätten also eine rationale Function, die nur an den 

drei willkürlichen Stellen i>| , i>2 ; 1>3 1 und zwar von der ersten Ordnung, 

unendlich wird. Dies ist unmöglich. 

Auu dem letzten Satze geht, für r = 3, hervor, dass es nicht mehr 

als viösr linear unabhängige Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem 

Index m giebt. Diese können wir auf folgende Weise bilden. 

Wir wählen irgend einen Index p von der BeschaflFenheit, dass 
pm grade ist, und zerlegen p in zwei ungrade Indices 1c, l. km und 
Im sind dann von verschieden, denn wäre z. B. im = 0, so wäre 
Jclm = l, was nicht möglich ist, da. klm als grade, l als ungrade voraus- 
gesetzt ist. Es giebt deshalb genau zwei linear unabhängige Wurzel- 
functionen zweiter Ordnung mit dem Index hm, und zwei mit dem 
Index l m. Wir bezeichnen von diesen vier Functionen (die im üebrigen 
beliebig gewählt sein können) die beiden ersteren durch Akmy Bkmy die 
-letzteren durch Aimy Bim- Es sind dann 

(56) Pm = ÄkmVBk, im = Bkm l/Sk, Tm = Äim j/Hi, Sm = Bim V^i 

vier Wurzelfunctionen dritter Ordnung, von denen wir behaupten, dass 
sie von einander linear unabhängig sind. 

Denn angenommen, es bestehe zwischen ihnen eine lineare Glei- 
chung, so würde also eine Gleichung existiren von der Form: 

Wkml/Bk+ W^mVHi = 0, 

w^o Wkm eine Wurzelfunction zweiter Ordnung mit dem Index km, 
Wim mit dem Index Im bedeutet. Aus dieser Gleichung geht hervor, 
dass Wjcm in den beiden Berührungspunkten der Tangente JEf / = ver- 
schwinden müsste. Zerlegen wir jetzt den Index Ä;m in zwei ungrade 
Indices a, h und bilden das Product 

so lässt sich dieses, einem in § 9 bewiesenen Satze zufolge (S. 63) 
darstellen durch eine homogene quadratische Function der Grössen 
H, U, H. Es müsste also eine homogene quadratische Function G 
dieser Grössen existiren, die in den sechs Berührungspunkten der 
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Tangenten Ha, S^, Hi verschwindet. Es sei d ein neuer ungrader 
Index. Bilden wir dann den Quotienten: 

so hätten wir in diesem eine rationale Function der Verhältnisse 

H : H : Et^ die nur in Berührungspunkten der Tangente jÖ^ = un- 
endlich wird, und zwar von der zweiten Ordnung. Functionen von 
derselben Beschaffenheit sind 

^/ ^/ Sä' 
Zwischen diesen vier Grössen muss eine lineare homogene Relation 
stattfinden. Denn wir würden sonst ein Aggregat derselben bilden 
können, welches nur vom zweiten Grade ist. Es muss also 

oder : _ 

G2 = H^H, Hc{ÄH-\- BS + CH) 

sein, wo J., B, C constante Coefficienten bedeuten. Aus dieser 

Gleichung geht hervor, dass die Linie AH -{- BH -{- CH =^ eben- 
falls eine Doppeltangente sein muss. Da es aber nur die 28 Doppel- 
tangenten giebt, so muss ÄH -{- BH -^ CH^^ Hc sein, wo c einen 
der 28 ungraden Indices bedeutet. 
Wir erhalten demnach 

a = yHa}/H,t/H,/H,, 
oder, da (r =» j/ Hai Ho A^m ist, 

A,,,. = VH,]/H,. 

Nun ist 

eine mit dem Factor ifikimc behaftete Function. Ist diese constant, so 
muss Iclmc == 0, oder hlm = c sein. Dies aber widerspricht unsem 
Voraussetzungen; denn wir haben den Index Tclm als grade ange- 
nommen, und der Index c ist ungrade. 

Dadurch ist bewiesen, dass zwischen den vier Grössen prny Qrn 
^7/o ^m; welche wir aufgestellt haben, keine lineare Gleichung besteht. 

Dividiren wir jetzt jede derselben durch das Product H }/Hn , welches 
eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index n ist, so ist jeder 
der Quotienten 

(ob) Jr-m = — /—— , V/n *^ 7^ 7^7" > ■^^"* *^ Ti 7^ > ^m = 



H/Ä/ -'" H/Ä„' H^ä;' H^Ä, 
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nach dem ersten Satze eine mit dem Factor rj„^n behaftete algebraische 
Function, die offenbar nur in den vier Schnittpunkten der Linie H = 
und den beiden Berührungspunkten der Tangente JBT» = unendlich 
wird, an allen sechs Punkten nur von der ersten Ordnung. Diese vier 
Functionen genügen also den ersten beiden Bedingungen, welche für 
die Function Q aufgestellt worden sind. Dasselbe gilt von jedem 
linearen Aggregat derselben; und da zwischen P^, Q^j Bm, Sm keine 
homogene lineare Gleichung besteht, so können die Goefficienten dieses 
Aggregats: 

so bestimmt werden, dass dasselbe in den Punkten (Xk ^ yh , iSk){h=:l,2^3) 
verschwindet. Damit ist aber die Function Q bis auf einen von (a?, y, z) 
unabhängigen Factor bestimmt. 
"Wir bezeichnen durch 

j)<*>, r, r'*', s<*' 

die Werthe, welche die Wurzelfunctionen p^^ Qmy ^m? Sm annehmen, 
wenn {Xh , y*, ^er^) für (x, y, z) gesetzt wird. Die Verhältnisse der Coef- 
ficienten A^ B, 6\ D sind dann bestimmt durch die drei Gleichungen : 

^p^^' + Ä/^" + CVJ:» + Ds^:^' = (Ä = 1, 2, 3). 

Die Function Q nimmt also die Form an: 






P • * * 



(3) 
P 



in 



WO Qq einen von x, y, z unabhängigen Factor bedeutet. Wir führen 
jetzt wieder {x^^ y^, Zq) für {Xy y, z) ein, und bezeichnen die Deter- 
minante : 



(57) 



K 


c 


rl 
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sl 


pI 


il 
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sl 


pI. 
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m 


m 



mit D 



W»' 



Diese Determinante ist eine alternirende Function der vier Werth- 
systeme. Aufgefasst als Function von (iz^o? ^o» ^o) verschwindet sie, da 
sie eine Wurzelfunction dritter Ordnung ist, an sechs Punkten. Von 
diesen sind drei bekannt, nämlich die Punkte {x^, y^, Zh) (h= 1, 2, 3); 
die drei übrigen müssen die Nullpunkte der Function ö(?7ü + w? •••)»!? 
oder 6(Uj u, %i")„t sein. Nun kommen in dem Determinanten-Ausdruck 
Dm, die vier Punkte (a^, &a, Ch) gar nicht vor; daraus ergiebt sich: 
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Die drei Punkte, in denen die Function o{Uy u\ u")m, als ab- 
hängig von (a^Q, y^, I8q) aufgefasst, verseh windet, sind unabhängig von 
der Lage der die Curve Jlf = durchschneidenden Linie H = 0. 

Wir haben also jetzt zur Darstellung der allgemeinen <T-Fuuction 
folgende Gleichung: 

»(«.«'. «X/7 {«(f^o - ^* •• •),} OD 

A=l Vo -^m 

ifc=0 

Diese Gleichung multipliciren wir im Zähler mit 
im Nenner mit 

8 3 3 

* = ifc=ü F=0 

Alle diese Factoren sind von (Xq, j/q, jSq) unabhängig*, es ändert sich 
also auf der rechten Seite nur der Werth des von {Xq, j/q, 0q) unab- 
hängigen Factors Qq, Endlich ersetzen wir H® (oder H(a;Q, y^, z^]) 
durch das Product 

3 3 

f7{H(a;*,y*,^*)} = U{H<«}, 

3 

und VhI durch JJ \Vh^^\ • Dadurch tritt gleichfalls zu Q nur ein 

von {Xq, y^, iSq) unabhängiger Factor hinzu. Auf diese Weise er- 
halten wir: 

a{u, u,u )„, -3 — 3 = - 3 



Jb=OA = *=:0 

wo Qq, ebenso wie vorhin ^0, einen von {x^y y^, 0q) unabhängigen 

Factor bedeutet, und H^*\ VH^^ dieselben Functionen von (a?*, y*, z^) 
sind, wie H und j/Hn von (x^ y, z). 

Nun ist leicht einzusehen, dass der Factor Q^ nicht nur von 
(^o> Vqj ^o)> sondern auch von den drei übrigen veränderlichen 
Werthsystemen unabhängig ist. Denn es ist 

6{Uk - CT, ...)» = - 0{Uu - ü," •)« 
eine alternirende Function der beiden Werthsysteme (Xkj yty ^k) und 
(^A, yhy ^a); also das Product 

h> k 
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eine altemirende Function aller vier Werthsysteme. Dieselbe Eigen- 
schaft hat die Determinante D^. Die übrigen Factoren dagegen 

6(U, U, U)my 
3 3 

sind symmetrisch in Bezog auf die vier Werthsysteme. Es muss daher 
der Factor Q^^ ungeänd^rt bleiben, wenn wir die vier Werthsysteme 
{XkyVkyBH) beUebig unter einander vertauschen. Nun ist ^o unabhängig von 
(^0 f Vo 7 Bq) 9 <1^6^ ist er auch unabhängig von den übrigen drei Werth- 
systemen, d. h. eine von den Argumenten u, u', u' unabhängige Con- 
stante. Bis auf diesen constanten Factor ist demnach die Function 
(f(u, u, u')m vollständig bestimmt, und gegeben durch den Ausdruck: 

Hiermit ist die allgemeine <y- Function ausgedrückt durch die früher 
definirten speciellen, in denen jedes Argument durch ein Integral dar- 
gestellt wird. Das Wesentliche dieser Darstellung ist, dass in der- 
selben zunächst ein Factor voransteht, der eine algebraische — und 
zwar altemirende — Function der vier Werthsysteme ist, die nur an 
festen Stellen unendlich wird; dann der Zähler vier transcendente 
Functionen 

3 
9 (Xh, VHy Z,) = TJ[0{Uh - n . . On} (Ä = 0, 1, 2, 3) 

enthält, deren jede nur von einem Werthsystem abhängt; endlich der 
Wenner sechs transcendente t\inctionen enthält, deren jede nur von 
zwei Werthsystemen abhängt: 

und zwar so, dass sie ihr Zeichen ändert, wenn die beiden Werth- 
systeme vertauscht werden. 

Bildet man jetzt den Quotienten zweier Functionen o{u, Uy u')tn, 
80 erhält man 

(59) . ^^C^, 

WO C einen constanten Factor bedeutet. D,« und i)„ sind altemirende 
Functionen der vier Werthsysteme, und, wenn wir sie als abhängig 
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von einem derselben auffassen, begrifflich fixirt als diejenigen Wurzel- 
functionen dritter Ordnung mit den Indices m und n, die an den drei 
übrigen Stellen verschwinden. Diese Functionen können daher in sehr 
verschiedener Form ausgedrückt werden, die sich aber alle nur durch 
constante Factoren unterscheiden. Wenn wir eine bestimmte Form 
der Darstellung gewählt haben, so kommt es darauf an, den Factor C 
zu bestimmen. Wir werden zeigen, auf welche Weise dies geschehen 
kann, werden aber die Untersuchung nicht durchführen, weil dieselbe 
kaum von wesentlichem Nutzen sein würde. Denn obwohl die Grössen 
Dm ihrem Wesen nach einfach definirt sind, so sind sie doch in ihrer 
Form zu unsymmetrisch und complicirt,- als dass die Einführung dieser 
Ausdrücke für die <y- Quotienten in algebraische Probleme — wie etwa 
das der Verification der <y - Relationen — vortheilhaft sein könnte. 

§ 23. 
Einige der nun folgenden Sätze beruhen auf einer ümkehrung 
des in § 20 bewiesenen Theorems. Es seien wieder U, V\ U" die 
drei Normal -Integrale, ausgedehnt von einer festen . unteren Grenze 
(a, 6, c) bis zum Punkte (rc, y, z), und wir bilden wieder ein Product 
von a- Quotienten 

Die 2r Systeme von je drei Constanten: 

Vay Vay Va \ Wa , Wa , Wa (« = 0, 1 • • • r — 1) 

mögen vorläufig ganz unbestimmt bleiben; das Product aller Indices 
Ä, l soll wieder mit m bezeichnet werden. Wir nehmen nun an, dass 
dieser Quotient sich in der Form 

darstellen lasse, wo rimR{x, y, 0) eine mit dem Factor rj„t behaftete 
algebraische Function von x,y,0 bedeuten soll, <t> dagegen eine Func- 
tion, die an keiner Stelle Null oder unendlich wird. Es lässt sich dann 
beweisen, dass die Summen 

gleich einem vollständigen Periodensystem, und der Factor <P eine Ex- 
ponentialgrösse sein muss, deren Exponent ein Integral erster Gat- 
tung ist. 

Um dies zu zeigen, multipliciren wir ^ mit noch einem neuen 

(j- Quotienten: 

a{ü + v- • ')o 

ö(ü-\-W" ')o ' 

die Constauten w, w, w" nehmen wir beliebig an; v, v\ v" dagegen 
bestimmen wir so, dass die Gleichungen 
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r— 1 



V — W + ^(Va — Wo) = 0, 



a=0 
r-1 



V —W + ^{Va — tVa) = 0, 



0=0 
r— 1 

V'—W"+ ^(Va' — Wa") = 
a=0 

befriedigt werden. Das Product 

"»^ <j(Z7 + ti; . )o 

ist dann, dem bewiesenen Theorem zufolge^ eine mit dem Factor rim 
behaftete algebraische Function von {x^ y, z). Da nun 

ist; so folgt hieraus: 

wo K{x^ y, z) eine rationale Function bedeutet. Setzen wir jetzt für 
(a?, y, ;er) das Werthsystem (rc„, y,,, jer„), welches wir als veränderlich auf- 
fassen — wodurch 17 in ü^ , J7 in U^j TT' in U^' übergeht, dagegen 

j7^ + tr, + Z73 - Fo - Fj - F, - F3 

für M?, und die entsprechenden Ausdrücke für «;', w'\ und bezeichnen 
die Constanten v — w^ v' — w', v' — w"^ welche durch die drei Glei- 
chungen 

r-l 

V — W -\- ^ {Va — W^a) = 0, etc. 
= 

bestimmt sind, durch ä, ä', ä", so erhalten wir: 

(j(w...)o • "" ^^' ^®' ^^' 

Hier bedeutet <t> eine Function von (i»o;yo5^o)> welche nie unendlich 
wird; die rationale Function B'{Xq, y^, Zq) könnte also nur dann un- 
endlich werden, wenn a(UjU\u')Q verschwindet. Die drei Punkte, in 
denen dies geschieht, sind algebraisch bestimmt, nämlich als die von 
(^1; yi; ^i)X^2> Vi 7 ^2)1 (^3; ^31 ^3) verschiedenen Nullpunkte «, y,', z^) 
(^2; 2/2; ^2) {^Zfifsf^s) ^®^ Function D^. Die beiden Systeme von je 
drei Punkten {Xh,yh,Zh) und {Xh, j/a', ^a') sind wechselseitig durch ein- 
ander bestimmt; das eine System kann daher ebensogut als unab- 
hängig aufgefasst werden. Demnach ist R{Xq, y^^ Zq) eine rationale 
Function, die nur an drei Punkten von willkürlicher Lage unendlich 
werden kanu. Eine solche Function existirt nicht ausser der Con- 
stanten; daher muss 
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-B'(^o> tfof ^o) = ^ 
sein, wo c eine Constaute bedeutet. Daraus geht nun herror, dass 
der Quotient 

a{u + ^ • • Oo 

<t(m • • •) ' 

als abhängig von {Xq, y^y s^i) aufgefasst, an keiner Stelle Null oder 
unendlich wird. Da dieser Quotient nun symmetrisch in Bezug auf 
die vier Werthsysteme {Xk, yhy Zh) ist, so folgt, dass dieser Quotient, 
auch als Function von w, w', u" aufgefasst, für alle endlichen Werthe 
dieser Argumente einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat. 
Vermehrt man nun in dieser Function die Argumente um ein 
Periodensystem, so ändert sich dieselbe nur um einen constanten Factor. 
Aus beiden Eigenschaften zusammen folgt, dass dieser Quotient eine 
Exponentialgrösse sein muss, deren Exponent eine lineare Ifunction. 
von u, u', u" ist. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Grossensystem 
Ä, Ä', Ä" ein Periodensystem sein muss. Wir erhalten also: 

ff (tt • • Oo ' 

daher 

Damit ist die Umkehrung bewiesen. Man sieht hier zugleich, dass 
man durch Hinzufügung eines Periodensystems zu einem beliebigen 
der 2r Grössensysteme («;«, Va, ^a"), (^a, ^a', w;«") bewirken kann, 
dass gradezu 

r — 1 r— 1 r— 1 

wird; der Factor <t> wird dann eine^Constante. 

Aus diesem Satze folgt zunächst das AbeFsche Theorem. Be- 
zeichnen wir durch 

{O0a,ya,Za) (« = 0, 1 • • -r— 1) 

die Punkte, in denen eine rationale Function rten Grades von {x, y, ^) 
verschwindet, und durch 

{Xa, ya, z^) (« = 0, 1 . . . r - 1) 

diejenigen, in denen sie unendlich wird, und bildet man das Produet: 

^_ YT ! ''^^^^' ^' ^^ "" ^^^«^ ^"^ ^«^ ' ")" i 

(unter 0n verstehen wir irgend eine ungrade Function), so wird dieser 
Quotient genau an denselben Stellen und von derselben Ordnung Null 



j 
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und unendlich; wie die gegebene rationale Function R{x,yy0) selbst. 
Denn wir wissen, dass, wenn in der Function (S(u,UyU')n für die 
Argumente u, u\ vi' die Differenzen 

TJ{x, y, 0) - U(x\ y', z), W {x, y,£)- ü'{x\ y\ z) , 

V" {X, y, 0) - V" (X, y , z) 

eingesetzt werden, c^ in eine Function von (a?, y, z) übergeht, die nur 
im Punkte (^', y , z') und dem festen Punktepaare (vi) verschwindet. — 

Demnach ist 

q = ^E(x,y,z\ 

wo <t) eiuen Factor bedeutet, der nirgends verschwindet, noch uneud- 
lich wird. Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz an, so er- 
halten wir: 



m 



\ U{x„,ya, Za) — U (Xa, yaj Za) ] =273^, 



t r— 1 

a = 
r— 1 

r — l 

^{ TT'iXay ya, Za) — U" {xd , ya , Za) \ = 2t5'"5 



also den Aberschen Satz über die Integrale erster Gattung. In diesem 
liegt der Grund, weswegen die Ausdrücke der (^-Quotienten, welche 
wir aufgestellt haben, unabhängig sind von der Lage der Linie H = 0, 
von der doch die unteren Grenzen der Integrale abhängen, durch welche 
die Argumente ausgedrückt sind. Denn wenden wir den Aberschen 
Satz auf die rationale Function 

H[ ^ ÄH + BH+CE 

H' "^ Ä'H + B'H+ CR 

an, welche in den vier Punkten (a», Ja, Ca) (Ä = 0, 1, 2, 3) gleich Null, 
in vier andern: {üh^hh^Ch) unendlich gross wird, so erkennen wir, 
dass sich die Integral - Summen : 

3 3 



2\ü"ia„h,c,)\ ^^{V,") 

entweder gar nicht, oder nur um ein Periodensystem ändern, wenn die 
vier von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunkte der Function 

H durch die einer andern linearen Function von H^ H, S ersetzt 
werden. Daher können auch die Argumente auf diese Weise sich nur 
um Perioden ändern. 
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Lassen wir speciell die linearen Ausdrücke H, H' mit zweien der 
28 Functionen JET,,, H^ — also zwei Doppeltangenten im Gebilde Jlf=0 
— zusammenfallen, so fallen die Punkte (a*, i*, c*) paarweise zusammen, 
und ebenso die vier Punkte {an, 6/, Cji). Wir bekommen also dann: 

1 

oder: 

^{ U{aHy 6a, Ca) — U{ah, J*', c ')} = tT; 

und die entsprechenden Gleichungen gelten für die andern Normal- 
Integrale ü' und ir\ 

Denken wir uns für den Augenblick die Integrale als Functionen 

von H, H, n, und bezeichnen durch a», a„', a«" die drei Normal- 
Integrale, ausgedehnt von einem festen Punkte bis zu einem Be- 
rührungspunkte der Doppeltangente JEr„ = 0; durch 6„, 6„', 6»" die- 
jenige, welche von demselben festen Punkte bis zum andern Berührungs* 
punkte erstreckt sind; dann folgt hieraus, dass durch die Summen je 
zweier bestimmter Integrale 

{an — Om) + {in — Ki), 
{an — Oii) 4- (6«' — 6m), 

(a„" — am) + (6«" — bm), 
deren untere Grenzen die beiden Berührungspunkte der Tangente 
Hmr=0, und deren obere Grenzen die Berührungspunkte der Tan- 
gente Hn = sind, ein halbes Periodensystem dargestellt wird. Dieses 
halbe Periodensystem können wir auf folgende Weise näher bestimmen. 
Wir bilden den Quotienten: 

0{ü-am-")k<'{ü-K'")k^{ü'')n 

V- cT(t7-a„...),a(Cr-6„...),a(Cr...)^' 

k soll irgend einen ungraden Index bedeuten. Von diesem Quotienten 
ist leicht zu sehen, dass der Zähler an denselben Stellen verschwindet, 
wie der Nenner. Denn es wird der erste Factor nur Null in dem 
einen Berührungspunkt der Tangente Hm = 0, nur unendlich in dem 
einen Berührungspunkt der Doppeltangente Hn = 0; der zweite Factor 
wird Null in dem andern Berührungspunkt der Tangente H^ = 0, 
unendlich in dem andern Berührungspunkt der Tangente JET« = 0. In 
denselben Punkten, in welchen die beiden ersten Factoren verschwinden, 
wird der dritte unendlich; und umgekehrt verschwindet der dritte 
Factor in den beiden Unendlichkeitspunkten der beiden ersten. Q ist 
also eine Function von x, y, z^ die nirgends Null und nirgends unend- 
lich wird. Wir können jetzt 6{U - • •)» ersetzen durch das Product 
von 0(D' — a}"*'*--)w mit einem Exponentialfactor ; dadurch erhält man 
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WO eine Funetiorf bedeutet, die weder Null, noch uuendlich wird. 
Nach dem Satze, welchen wir vorhin bewiesen baben, muss nun: 

an — Chn+K — 6in = ö*"" + ätT, 

(61) I an - a; + bn - 6; = «"" + 2< 

a«"— am+ 6n"— K= 0'*""+ 213-" 
sein. Dadurch ist jetzt der Index, der zu dem halben Periodensystem 
ty, tar', W gehört, bestimmt. 

Will man jetzt in der Darstellung des Quotienten 

(59 ' »r -(^ ST 

auch den constanten Factor C bestimmen , so wähle man einen Index r 
aOf daas die zusammengesetzten mr und nr grade werden — was, wie 
schon in § 20 gezeigt worden ist, jedenfalls möglich ist — und zer- 
lege r in zwei ungrade Indices k, l. Man kann dann die vier Func- 
tionen prny Q'm; ^m, ^m ; die zur Bildung vou Dm vcrwcndet werden, so 
wählen, dass pm und qm den Factor j/jffjt; ^m und s„, den Factor 
yHi enthalten, dass also 

Vm = Äim ySij Sjn = Bim ySi 

ist, wo Akm und Bj^m Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem 
Index Tcniy Aim und Bim solche mit dem Index Im sind. In der Wahl 
dieser vier Functionen hat man noch eine gewisse Freiheit, da jede lineare 
Function von Ak m und B^m wieder eine Function derselben Art ist. 
Ebenso können wir, da auch nhl grade ist, setzen: 

Pn=Aj,nyH^, qn=BjtnVEk^, 
rn = Am YHi, Sn = Bin V^i. 

Die acht Grössen Ay B denken wir uns irgendwie bestimmt, so dass 
jetzt j^- ein bestimmter Ausdruck wird. Nun setzen wir in der Formel 

(59) für die oberen Grenzen der Integrale Üq, U^y TJ.21 ^3 bestimmte 
Punkte des Gebildes Jf = 0; wir setzen nämlich fest, dass die Punkte 
{x^y y^y 0q) und {x^, y^ y^^) den beiden Berührungspunkten der Tangente 
Hi = 0, und (a?2, 2/2» ^2)7 (^3; Vzj h) ^®^ beiden Berührungspunkten 
der Tangente If* «= entsprechen sollen. Dann geht ü^ + C/", in 
üi -\' hiy Z7g -j- U^ in a* + 6* über. Ausserdem ist aber nach dem 
AbeVschen Satze: F« + F^ + Fj + F3 = 2a/ + 26, + 2^5-. Es 
st daher 

ScHOTTXT, Abel'iohe Fimct. 9 
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Ä=0 



Das EntsprecheDde gilt für die andern Argumente u^ u\ Wir er- 
kennen daher, dass bei den Voraussetzungen, welche wir gemacht 
haben, die Argumente u, u\ u" in ein halbes Periodensystem mit dem 
Index hl übergehen: 

u = d -}- ^'zar, 

c 
Der Quotient — geht daher über in: 



n 



+ 






eine Grösse, die leicht durch die Moduln ausgedrückt werden kann. 
Auf der rechten Seite der Gleichung (59) haben wir nun 

zu setzen. Dadurch werden die Grössen r^, s^, r^, s^, p^, q^ 
q^ gleich Null; die Determinante JDm geht demnach über in 
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In derselben Weise zerfällt die andere Determinante D^; indem wir 
den gemeinsamen Factor beider 

fortlassen, erhalten wir demnach: 

Bm -^km^km ^km-^km -^Im^lm ^Im-^lm 



D. 



L* 

Hn 



In dem ersten Factor genügen die vorkommenden Grössen H}^ und H} 
den Gleichungen Hi^ = und JET,* = 0, in dem zweiten die Grössen 
H"^ und H^ den Gleichungen Hjp^ = und Hk^ = 0. Die Ausdrücke 
lassen sich reduciren durch Anwendung der in § 9 aufgestellten Re- 
lationen unter den Wurzelgrössen. Auf diese Weise gelangt man 

schliesslich dazu, -=?^ durch die Parameter allein darzustellen. Der 

Goefficient C ist dann gegeben durch die Gleichung: 
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Die Unbestimmtheit des Vorzeichens rührt nur daher, dass der 
Quotient — sein Zeichen wechselt, wenn die Argumente um ein Perioden- 

n 

System vermehrt werden. Bei der Darstellung eines Products 






in welchen die Indices m, w, m', n der Bedingung mw = m'w' ge- 
nügen, fällt diese Unbestimmtheit fort. Jede AbeFsche Function lässt 
sich daher auf diese Weise vollständige auch mit Einschluss des Zeichens^ 
bestimmen. 

Genauer geht auf die Aufgabe der Constanten -Bestimmung Herr 

Weber in seiner Theorie der Aberschen Functionen vom Geschlechte 3 

ein, aus welcher diese Methode entlehnt ist. 

§ 24. 
Wir erhielten die Function 0m dargestellt in dieser Form 

wo ^ ein allen 64 Functionen gemeinsamer Factor ist. Wir wissen 

a 
ferner, dass die Ausdrücke der Quotienten — unabhängig sind von der 

Lage der Linie H = 0. Wir können deshalb — indem wir W noth- 
wendigen Falles noch mit einem constanten Factor multipliciren — 
annehmen; dass auch Cm von den Grössensystemen (ao, Iqj Cq) etc. 
unabhängig ist. 

Das Product W0m ist demnach als Function von (äJq, y^, iSq) (oder 
der entsprechenden Grössen (Hq, Hq, Hq}) zunächst definirt als eine 
Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index m, welche an den drei 
übrigen Punkten {x^, y^y 0h) verschwindet. 

Diese Bedingung definirt die Function bis auf einen von {Xqj i/„, z^^) 
unabhängigen Factor. Dieser Factor wird näher bestimmt durch die 
weitere Forderung, dass ^0m eine alternirende Function der vier 
Werthsysteme sein soll. 

Ausdrücke von ganz anderer Form erhält man, wenn man die 
Wurzelf unctionen dritter Ordnung durch Functionen von a?, y, je? er- 
setzt. Wir haben hier zunächst die Fälle zu unterscheiden, in denen 
m ungrade ist, von denen wo m grade ist; für diejenigen, in denen 
m ungrade ist, sind wiederum die Fälle zu sondern, wo m eingliedrig 
ist, m = X, von denen wo m zweigliedrig ist, m = xA; endlich sind 
für grade Indices die beiden Fälle t» = und m == xA/tt zu unter- 
scheiden. 

9* 
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I. Es sei m = X. 

Dann stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf, durch welche wir 
Wöit ausdrücken können: 

VH.H, j/HnH, i/H,H, yH;xVH~vHr^' 

Dass diese linear unabhängig sind, erkennt man auf folgende Weise. 
Es ist 

daher: 



Wenn zwischen den vier aufgestellten Functionen eine lineare Glei- 
chung bestände, so müsste demnach eine solche auch bestehen zwischen 

Hj Hj n^ FxfiGxx* 

Das ist aber unmöglich; denn H, H, H sind linear unabhängig, und 
die letzte Function hat im Punkte x einen von Null verschiedenen 
Werth, während die drei andern in diesem Punkte verschwinden. 

Nach Absonderung des Factors yjSjt geht also jede der auf- 
gestellten vier Grössen über in eine homogene Function dritter Ord- 
nung von Xj y, Zy die in allen sechs von x verschiedenen Punkten der 
Reihe 1 , 2 • • • 7 verschwindet. Nun muss Wöx , als Function von 
(^o> Voy ^o) a-ufgefasst, ausserdem der Bedingung genügen, dass sie 
verschwindet an den drei Stellen {Xh, ^a, js^^) (Ä = 1, 2, 3); es ist 
demnach 

wo P{xQy y^y 0q) eine homogene Function dritter Ordnung von (Xq, y^, z^) 
bedeutet, die an den drei Stellen (a?A, y*, iSk) und den sechs von (ax, Jx, Cx) 
verschiedenen Stellen (a«, ha, Ca) verschwindet. 

Hierdurch ist P(Xq, «/q, 0q) ebenfalls bis auf einen von (Xq, y^,, Sq) 
unabhängigen Factor definirt. Wir können nun eine Function dritter 
Ordnung, die diesen neun Bedingungen genügt, in der Form einer 
Determinante aufstellen. Die erste Horizontalreihe derselben möge ge- 
bildet sein durch die Grössen: 

die darauf folgenden dadurch, dass wir Xq, y^, Zq der Reihe nach er- 
setzen durch a?i , t/,, ^, ; a?2, ^2? ^21 ^3; ^3; ^3 ^°^ ^i® sechs von (ax,6x, Cx) 
verschiedenen Werthsysteme (a«, ba, c«); und zwar mögen diese in der 
Weise auf einander folgen, wie die Indices: «, ß, y, d, A, ft. Diese 
Determinante ist eine alternirende Function aller zehn in ihr vor- 
kommenden Grössensysteme. Um aus ihr einen in Bezug auf die von 
K verschiedenen primitiven Indices a, ß, y, S, A, ft symmetrischen Aus- 
druck zu erhalten, multipliciren wir sie mit dem alternirenden Vorzeichen: 
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und bezeichnen das Produet durch P^- 
Wir erhalten jetzt: 

wo C einen von {Xq, y^, e^ unabhängigen Factor bedeutet. Wir 
setzen nun: 

Dann ist 



W 0, = rx VH? ys,^ ]/H^^ j/H,' Px . 

Hier muss der Factor r^t nicht allein von (xq, ^q, iSq), sondern auch, 
da ^0x eine alternirende Function der vier Werthsysteme sein soll, 
und Px eine solche ist, von den übrigen Werthsystemen unabhängig, 
d. h. eine durch die Parameter ausdrückbare Constaute sein. 

Die Verhältnisse dieser sieben Gonstanten r^ (auf die es allein 
ankommt, da wir nur die Quotienten der bestimmen wollen), lassen 
sich durch folgende Methode angeben. Es ist klar, dass sich jede 
homogene Function dritter Orduung von (^o? 2/o; ^o); d^® *^ ^^n drei 
Punkten (Xh, J/h, ^h) (ä= 1,2,3) verschwindet, durch ein lineares 
Aggregat der sieben Functionen P« darstellen lassen muss: 

7 

F (a?o, Vo, ^0) = ^(^a -P«)- 

Um die Coefficienten zu bestimmen, setzen wir (x^, y^, Zq) = (ax , ix , Cx). 
Dann verschwinden alle sieben Functionen P« mit Ausnahme von Px ; 

den Werth, den Px im Punkte x annimmt, wollen wir durch P^ be- 
zeichnen. Es ist also 

F(ax,ix,Cx) = ÄxP:. 

Null ist Px = sDj wo 6 das vorhin gegebene Vorzeichen, und 2) eine 
Determinante bedeutet. Setzen wir in dieser Gleichung (Xq. y^^ z^ 
== («x , 6x , Cx), so erhalten wir 

wo D eine alternirende Function sämmtlicher zehn Werthsysteme 
ipdh, Vki Zk) (h = 1, 2, 3), (a«, bayCa) (a = 1, 2 • • • 7) bedeutet. Ver- 
tauschen wir in dieser Gleichung x mit a, so ändert die Determinante 

D ihr Vorzeichen; wir erhalten also 

P:= - e'D, 



a 
WO 



ist. Nun ist 
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^0 yo ^0 




^0 2/0 ^0 




^0 yo ^0 


^1 y\ ^1 




a?2 2/2 ^2 




^3 Vz H 


ö^x ^x Cx 




a^ hx cx 




(^fl ^jU ^jU 



es ist also — f' = «, und daher: 

X a 

Hieraus sehen wir, dass der Werth des Ausdrucks P^ == al) von dem 

Index 7c unabhängig ist. Wir bezeichnen diese Grösse durch P. Wir 
erhalten demnach diie Identität: 

7 

a=l ^ ' 

Diesen Satz wenden wir an auf eine bestimmte, in den gegebenen 
Punkten verschwindende Function dritter Ordnung, nämlich auf das 
Determinanten- Product 



F{Xo,yoy^Q) 



Hier ist 

-F(ax, 6x,t?x) = 0, F(axybx,cx)=-^0, JF' (a^, 6^, c^) = 0; 
dagegen 

■FK, 6«, Ca) = (— ly^^' I « F(a?, , «/i, ^,)ax F{x,,,y^, 02)axF{x.iy ^3,^:0«/., 
wenn cc von x, A, ft verschieden ist. Wir setzen der Kürze wegen: 

Dann besteht also die Identität: 

Wir denken uns nun die drei Werthsysteme (aj^ , ^a» ^ä) (ä = 1,2,3) 
80 beschränkt, dass die Gleichung ' 

P = 
erfüllt wird. Das Verschwinden des Ausdrucks P — oder, was das- 
selbe ist, der Determinante D — sagt aus, dass es möglich ist, eine 
Function dritter Ordnung dreier Grössen a?, y, z zu bilden, die an den 
Stellen (Xh, y^, Zh) (ä = 1, 2, 3) und den sieben Stellen (a«," fe«, Co) 
(a = 1, 2 • • • 7) verschwindet. Es lassen sich nun alle Functionen 
dritter Ordnung, die an den Stellen 1, 2 • • • 7 verschwinden, linear 

durch H(x,y,0), H{x,y,js), Hix^y^z) ausdrücken. Die aufgestellte 
Bedingung ist daher gleichbedeutend mit folgender: Es müss ein 
linearer Ausdruck 

H = AH+BH+CE 

existiren, der an den Punkten (a?|, y,, z^), (x^^ 2/2^ ^2)1 (^3» ^3? ^3) ^®^" 
schwindet. Werden die drei Werthsysteme in dieser Weise beschränkt, 
so gilt die Gleichung: 
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Nun lassen wir in den Ausdrücken der Argumente 

3 

u = ^\ü{Xky yk, Zh) — TJ(aH, h, Ch)\, etc. 

(a;,, t/,, 0,) mit (a^, 6,, q), (x^y ^2; ^2) ^^i* («2» *2> ^2)^ (^3? ^3» ^3) ™it 
(«3 , &3 , C3) zusammenfallen. Dann ist die geforderte Bedingung erfüllt. 

Es geht aber hierdurch (y(t*,w',t*")x über \no{'U(xQ^ y^, 0q) — Z7(ao, Iq ,Co)—)x; 
daher wird 

wo 2> einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. Da 
gleichzeitig 

ist; so ergiebt sich demnach: 



a^Ty^d 



( 



^xi' ^Ä (a, , 6, , ci)^ ^H («t , &t » Ct)x /J^ («8 . ^8 , Cs)^ 
Wir erhalten also die Relation: 

welche allemal dann gilt, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte 
zusammenfallen mit den von den Doppelpunkten verschiedenen Null- 
punkten einer Function H = J.jff»+ BH -^ CS Wir ersetzen jetzt 
die lineare Function F durch Wurzelgrössen: 



— ^^Z' 

^3 ^ VHlVHlV^^ ^ 



""^ vm 




Dann geht die gefundene Gleichung über in folgende: 

Diese muss stets dann gelten, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten 
Punkte der Curve -M == auf einer Graden liegen. Wir lassen nun 
die Grade, auf der diese Punkte liegen, mit einer Doppeltangente 
Ha = zusammenfallen. Dann fallen auch die Punkte 0, 1, 2, 3 
paarweise zusammen; und zwar mögen die Punkte und 2 mit dem 
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einen y 1 und 3 mit dem andern Berührungspunkt zusammenfallen. 
Dadurch ergiebt sich: 

Diese Gleichung gilt stets, wenn unter 0, 1 die beiden Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente Ha = verstanden werden. Wir setzen 
jetzt d= d. Dann ist 

die Gleichung reducirt sich demnach auf folgende: 



S 



{(_ i)x.. I « y^^y^^xy^LrBU _ ^ 



Nun ist aber allgemein (nach der ersten Formel des in § 9 auf- 
gestellten Systems): 

(- ly^^ffluVs^ym^i + (- ^''i^faixVSfiVW!^ 

+ (_ 1)«;» I Y„^i l/Wt yWx = 0; 
folglich, da flj» == 0, 

VhI Vh[x : Vb; V^i = (- 1)' '- /;<»-i : (- 1)' ^^fiix. 
Ebenso ist: 



VHlVmx : Vh^Vh^x = (- ly ' ' faix : (- 1)'"' fyH. 
Daher können wir die zuletzt entwickelte Gleichung folgendermassen 
schreiben: 



S U |\xAA«rf|tt ^«<^^^ '»''^ "^ ^^ Q 



oder: 



a,li,Y 






und diese muss gelteir, wenn der Punkt 1 irgend einen der beiden 
Berührungspunkte der Tangente £1^ = bedeutet. Wir wissen aber 
aus dem in § 9 aufgestellten Gleicbungssystem^ dass zwischen den Grössen 

VM^VsT^, Vsf.VW^, V^»VWm 

ganz unabhängig von der Lage des Punktes 1, die Relation besteht: 

Nun muss diese Relation mit der vorigen identisch sein. Denn sonst 
würden wir den Quotienten 



Q = 






: I 
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ausdrücken können durch die Goefficienten beider Gleichungen; wir 
würden also denselben Werth erhalten, gleichviel, ob wir die Coordi- 
naten des einen oder des andern Berührungspunktes einsetzen. Nun 
ist aber 

daher: 

~ fßditfpdfi Hl 

H. 
ist. Es würde also der Quotient -^ denselben Werth in dem einen, 

wie in dem andern Berührungspunkte haben. Dasselbe würde gelten 

von ^. Dies aber würde heissen, dass die beiden Berührungspunkte 

zusammenfallen. Da dies unmöglich ist, so können die beiden Glei- 
chungen nicht verschieden sein. Es müssen daher die Goefficienten 
übereinstimmen; d. h. es muss allgemein 

sein. Wir können daher setzen: 

1 
r^ = — • 

Somit ergiebt sich jetzt, mit vollständiger Gonstanten-Bestimmung: 

(63) W0^=fj |/fix*} ^ Px. 

IL Es sei jetzt m = xk. 

Für diesen Fall wird die Darstellung von Wöm eine ähnliche; nur 
tritt hier anstatt P« eine Function vierter Ordnung Q^i auf. Wir 
stellen das System der Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem 
Index xX auf: 



VH7xH, VHnxH, }/H,xE, j/H,^yHxj/H^. 
Diese multipliciren wir mit y^yH^/Hx. Dann wird 

j^ ^F,x, y- Hi==F.^Hx', 

durch die Multiplication entsteht also folgendes System: 

FicxHf F^xSy FxxS, FufiHx' 

Hieraus erkennt man zunächst, dass die aufgestellten vier Grössen 
wirklich linear unabhängig sind, also zur Darteilung von Wo^x ver- 
wandt werden können. Denn zwischen JEf, JEf, H besteht offenbar 
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keine lineare Gleichung; wäre aber F^f^Hi durch die Grössen F^iH 
etc. ausdrückbar; so wäre Fx^Hx = -FxaH, wo H eine homogene Func- 
tion dritter Ordnung bedeutet. Diese Gleichung müsste eine Identität 
sein, weil sie nur von der vierten Ordnung, die Gleichung zwischen 
X, y, z aber von der sechsten Ordnung ist. Es müsste also Hx identisch 
durch Fxx theilbar sein; was nicht der Fall ist. 

Alle vier zuletzt aufgestellten Functionen: F^xS etc. sind nun 
von der vierten Ordnung und haben die Eigenschaft gemein, dass sie 
an allen Stellen 1, 2 • • • 7 verschwinden, an den Stellen x, A aber von 
der zweiten Ordnung. Dies überträgt sich sofort auf das lineare 
Aggregat, durch welches ^(J^i dargestellt werden kann. Es muss 

sein, wo Q {oCq, Pq, 0^^) eine homogene Function vierter Ordnung von 
(Xq , ^Q , 0q) bedeutet , die an den Stellen 1 , 2 • • • 7 verschwindet, und 
zwar an den Stellen x, A von der zweiten Ordnung. Ausserdem muss 
diese Function verschwinden, wenn {Xq^ y^, z^) = {Xhy yh} ^h) (Ä = 1,2,3) 
gesetzt wird. Diesen Bedingungen können wir folgende Form geben: 

Q(x,,y,,z,) = (A=l,2,3); 

Q {aay lay Ca) = (« ^ X, A), 

endlich 

für a? = ax, y = bx, z = c^ und für x =^ ax, y = hx, z = ci. 
Dies sind 14 lineare homogene Gleichungen zwischen den 15 Coeffi- 
cienten der Function Qix^y^z). Dieselbe ist daher durch diese Be- 
dingungen bis auf einen von (^q, i/q, Zq) unabhängigen Factor bestimmt. 

Wir stellen diese Function wieder durch eine Determinante dar. 
Die erste Horizontalreihe sei: 

V; V2/0» V^o; ^o^2/o^ ^0^2/0^0 • • • V- 
Die darauf folgenden acht Reihen sollen dadurch entstehen, dass man 
in der ersten {Xq , y^ , z^ ersetzt der Reihe nach durch 

(^n y\ 7 ^1); (^2; y2> ^2)» (^3? 2/3? h)^ K» ^a, Ca), {aß, hß, Cß), 

die nächsten sechs dadurch, dass man die Glieder der ersten Reihe 
nach Xq, y^j Zq differenzirt, und dann (Xq, y^, Z(^) erstens durch (a« , 6x, Cu), 
zweitens durch {axj Ixt Cx) ersetzt. Die letzte Reihe ist demnach: 

' 0, 0, aa^ 0, ax^hx - • • 4cx^. 

Diese Determinante ist eine alternirende Function der neun Werth- 
systeme: 

(^A; y*; 0h) (Ä = 0, 1, 2, 3), (a«, bay Ca) {cc vou X, A vcrschieden) , 



xXj 
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und in Bezug auf jedes derselben von der vierten Ordnung; ferner 
ist sie eine altemirende Function der beiden Grössensysteme (a^, 6x, Cx) 
und (ax, hx, Cx), und in Bezug auf jedes von der neunten Ordnung. 
Um aus ihr eine Grösse zu erhalten, welche in Bezug auf die Indices 
«1 ßy y^ ^j f* einerseits und x, A andrerseits symmetrisch ist, multipliciren 
wir sie mit dem Vorzeichen: 

Das Product können wir dann bezeichnen durch Q^d. — Nun ist Qjtx 
eine altemirende Function der vier Werthsysteme (x^y y^; ^h)] ^^xx 
soll dieselbe Eigenschaft haben ; daraus folgt, dass wir setzen müssen: 

wo der Factor r^x sowohl von (a;^, y^, ^q), als den übrigen Veränder- 
lichen unabhängig, also eine durch die Parameter ausdrückbare Con- 
stante sein muss. 

Aus der Form, in der wir die 28 ungraden <y- Functionen darge- 
stellt haben, geht die Existenz der zwischen ihnen bestehenden Re- 
lationen hervor. Ein Theil (Jerselben geht sogar über in identische 
Determinanten-Relationen, gültig für unbeschränkte Werthe der Grössen 
(^A; y*? ^a)> und von ähnlicher Natur, wie die Relationen zwischen den 
Determinanten -Ausdrücken F^x, GxXj S^, zu denen wir durch die 
Betrachtung der Beziehungen zwischen den sp^ciellen (y- Functionen 
gelangt sind. 

Nehmen wir diejenige Relation unter den ungraden <y, von der 
wir am Anfang ausgegangen sind: 

so verwandelt sich diese, durch Einsetzung der gefundenen Ausdrücke 
für die 0, in 

(65) S H-iyy^\''9axfySMf6ß.fi^y.PaQaA=-0, 

wo Qax für TarxTax gcsctzt wordcu ist. 

Wir behaupten nun zunächst, dass diese Gleichung eine Identität 
ist. Nehmen wir an, dass zwar {x^, y, , js?,), {x2, y^y ^2)» (^3» 2/3; ^^ ^^^ 
Gleichung L = genügen, x^^y^jZ^ aber unabhängige Grössen sind, 
und bezeichnen unter dieser Voraussetzung die linke Seite der Gleichung 
(65) durch M {Xq, y^^ iSq)^ so muss 

J^(^o; Vof ^0) = -P'C^o» 2/0? ^0) L (Xq, y^y 0q) 

sein, weil M stets verschwindet, wenn das Werthsystem (i^oj^o?^©) 
der Gleichung L = genügend angenommen wird. F {X(^, y^y 0q) muss 
eine lineare Function sein, da P« von der dritten, Qax von der vierten, 
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L aber von der sechsten Dimension ist. Nun verschwindet zwar 

L {xq, y„, ^o) an den Stellen (x,, y,, ^,), {x^, y^y ^2); (^3> ^3? %); »^e^? 
da dies keine Doppelpunkte der Gleichung sind, nur von der ersten 
Ordnung, während M (Xq^ y^j ss^) an diesen Stellen von der zweiten 
Ordnung verschwindet. Es müsste demnach die lineare Function 
F{Xq, y^j 0q) ebenfalls an den drei Stellen verschwinden. Dies ist 
nur dadurch möglich, dass F — und somit auch M — identisch ver- 
schwindet. 

Hierauf gestützt, können wir jetzt dieselbe Folgerung machen, 
indem wir (^Cq, y^j ^0) ^^^ (^u ^i? ^1) als unabhängige Grössen an- 
sehen; und indem man dies fortsetzt, erkennt man, dass die Gleichung 
(65) gilt, wenn die Grössen (xa, y^, ^h)i ebenso wie die Parameter 
(a«, 6«, Ca), als unabhängige Grössen angesehen werden. 

Femer lässt sich leicht zeigen: Die Verhältnisse der Grössen ^ax, 
Qfix} Qyx'i Qdx enthalten die Parameter aiy &z, cx] a^, 6^, c^ nicht. 
Denn nehmen wir das Entgegengesetzte an, und vertauschen (ax, bi, cx) 
der Reihe nach mit {Xq, y„, Zq) (äJj, y^ ^,) {x^y y?, ^2)- ^^® Determinanten- 
Ausdrucke Pa und Qax vertauschen dadurch nur ihr Zeichen. Dann 
bekämen wir vier, und mit der ursprünglichen, fünf homogene lineare 
Gleichungen zwischen den Producten PaQax, PßQßx, PyQyx^ PdQdxf 
die offenbar unabhängig von einander sein müssten. Dies ist un- 
möglich. Es kann daher der Quotient -^ nicht die Grössen (ax, hx^ ci) 

^ßx 

enthalten. Dies gilt natürlich für alle vier Indices A, die von a, ß 
und X verschieden sind. Eine nähere Untersuchung der Gleichung 
zeigt nun, dass dieser Quotient auch von (a«, i^y Ca)> (ßßj &/*> c^) 
(a^, 6x> Cx) nicht abhängen kann. Denn schreiben wir die Gleichung 
in dieser Form: 

= -^ S [{-ly^^'^QßxnaxföyxfarxPßQßxly 

SO ist in Bezug auf a„, &«, c« auf der rechten Seite jedes Glied eine 
homogene ganze Function von der Dimension 9. Es ist daher 

^p o 

^ßx 

eine ganze homogene Function neynter Dimension von a«, 6«; c^. 
Diese muss, da die Determinanten P« und Qax keine Theiler besitzen, 
die selbst ganze Functionen von a«, &«, c« wären, durch P« und Q^^ 
theilbar sein; und zwar so, dass der Quotient wieder eine ganze Func- 
tion ist. Nun ist P« von a«, 6«, c« unabhängig, Q^x dagegen von 

der Dimension 9. Daraus folgt, dass -^ eine ganze Function Oter 
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Dimension von a«, 6«, Ca ist. Das heisst: — - enthält a«, ha, Ca gar 
nicht; ebensowenig natürlich a^, 6^, Cß. 

Es könnte hiernach -^ höchstens von (a« , 6», Cx) abhängen. Aber 

auch dies ist unmöglich : denn man kann -^ zerlegen in -^ , und 

^ • Von beiden Factoren ist durch das Vorhergehende gezeigt, dass 

sie von a«, hx7 c>t unabhängig sind; folglich gilt dassselbe von -^ • 

Nun enthält die Gleichung, durch w^elche dieser Quotient völlig be- 
stimmt sein muss, ausser den Veränderlichen und den Parametern noch 
die altemirenden Vorzeichen. Aber auch diese fallen fort, sobald man 
anstatt der Grössen P«, Qax etc. und der Grössen fydx, fdßx etc. die 

reinen Determinanten -Ausdrücke einführt. Es muss daher "^ einen 
rein numerischen Werth haben. Hieraus folgt offenbar, dass -^=-^ 

^ (fßx Qax 

sein muss. Nun kann -^ nicht gleich — 1 sein; denn dann würde 

man erhalten: Qax = — Qflx, pajr = — ^yx, Qftx = — Qyxy und dies 
würde einen Widerspruch einschliessen. Daher muss q^x'^'Q^x sein; 
d. h. es müssen alle 21 Grössen Qxx denselben Werth haben. Nun ist 







Qxx = 


■■ TxTxTxX 


= c; 


"•-9.-- 


daher erhalten 


wir 


• 

• 














TxX^ 


c 
9x9x 


y 


(66) 




'J'iSxl - 


<^QxX 

9x9x . 


3 / 





WO jetzt c für alle 21 Functionen ö^tx denselben Factor bedeutet. Zu- 
gleich erkennen wir, dass zwischen den Determinanten- Ausdrücken P 
und Q die folgende identische Relation besteht: 

S U-^l)M\-fySxf3sxfßY^PaQax\^0, 

III. Es sei m =a xAft. 

Für die graden (J- Functionen lassen sich Ausdrücke von genau 
analoger Form nicht aufstellen. Es tritt hier ein ähnliches Verhalten 
ein, wie in der Theorie der Aberschen Functionen von zwei Argu- 
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menteo, wo die Quotienteu -^ ebenfalls in ganz anderer Form dar- 

gestellt werden, wie die Grössen -j1 (unter 6„, verstehen wir dort die 

Function 0(w, t«'; ft*"*, v"»*), oder eine Function, die sich von dieser 
nur um einen willkürlich anzunehmenden constanten Factor unter- 
scheidet). 

Für m = xAft stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf: 

yn.yn'xVHT^y vmvw^VsTx, Vh^Yh^.j/h;;^,, 

i/mvHxj/s;. 

Diese multipliciren wir sämmtlich mit dem Factor: 

B 

Da das Product dieses Factors mit j/Hxj/Hxxj/Hnf^, gleich FxiFxfi 
ist, so bekommen wir dadurch folgendes System: 

TP TP T? TP TP TP * * A* 
■txXJOxfi, -Tjl^-Tjlx, jtfixJ^fiJk, Jj , 

von dem leicht einzusehen ist, dass die einzelnen Grössen unter einander 
linear unabhängig sind. Denn zwischen den ersten drei Gliedern, 
welche quadratische Functionen von x, y, sind, die in den Punkten 
X, A, ft verschwinden, besteht offenbar keine Relation. Der letzten 
aber können wir, da 

HxHxQxx ==^ -B-Pxji 
ist, die Form geben: 

■ ■ - • 

Wäre diese durch die drei früheren ausdrückbar, so müsste eine Glei- 
chung bestehen von der Form: 

BfiFxi^== GxxGy 

wo G eine homogene quadratische Function bedeutet. Diese Gleichung 
müsste, da sie nur von der vierten Ordnung ist, eine Identität sein. 
Es müsste also fi"^ durch Gxx theilbar sein, was nicht der Fall ist. 
Die Function WöxXfi muss deshalb darstellbar sein in dieser Form: 

wo G{xQfyQy 0q) eine quadratische Function bedeutet, die in den Punkten 
X, ly ^ verschwindet. Dieser Ausdruck für ^0xx^t muss ferner so be- 
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stimmt werden, dass er verschwindet, wenn {x^, y^f Zq) = {Xk^ yn, isj) 
(A = 1^ 2, 3) gesetzt wird. Zu diesem Zweck bilden wir eine sechs- 
gliedrige Determinante, deren erste Horizontalreihe durch die Grössen 

gebildet wird. Die darauf folgenden sollen aus dieser dadurch ent- 
stehen, dass man (^o^^o) ^o) ^^^ Reihe nach durch 

ersetzt. Diese Determinante multipliciren wir, um sie in Bezug auf 
die Indices x, A, ft symmetrisch zu machen, mit dem Vorzeichen 

und bezeichnen das Product durch 

G(0, 1, 2)x;i^. 

Unter G^(0, 1, 3)x;i|u soll dann diejenige Grösse verstanden werden, 
die aus 6r(0, 1, 2)xji^ durch Vertauschung des Werthsystems {x^j y^-, ^2) 
mit {x^^ t/3, jEfj) entsteht, u. s. f. Es ist dann offenbar: 

(?(0, 1,2) = -(?(!, 0,2), 
G^(0, 0, 2) = 0, etc. 

Die Function G(xQy y^yZ^ muss dann auf die Form gebracht werden 
können : 

ö(^o, yo, ^0) = «G^(0, 2; 3)xA^ + 6Ö(0, 3, l)xx^ + cG{0, 1, 2)xi;„ 

wo a, 6, c von (a?o, ^o» ^0) unabhängige Coefficienten bedeuten. Diese 
Coefficienten müssen so bestimmt werden, dass der Ausdruck 

<?(xo, yo, '^o) + C -^^^ 

verschwindet, wenn {Xq, y^, 0q) gleich einem der drei andern Werth- 
systeme gesetzt wird. Wir erhalten also: 

JtI Txl Txl 

Andrerseits ist aber, da G(0, 3, l)x;i^ und 6r(0, 1, 2)xx/i verschwinden, 
wenn {x^, y^, z^) = (ic,, y^, 0,) gesetzt wird: 

ö^(^i> y\y ^1) = ötß(l, 2, 3)x;i^. 
Wir können also setzen: 

(7=G(l,2,3)xa/., 

a == 1— ^• 
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In derselben Weise ergiebt sich: 



b 







c 


a= 


JJ» 



Die Function, welche wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen 
wir durch Bxz^ : 

R.X, = -^ G{\, 2, 3U^ - -"-^ -^ G(2, 3, 0),!^ 



(67) 



Tji Tl2 1/2 TjS ttS tt9 

+ —^, ^ e(3, 0, 1)«,^ - — ^— ^(^' 1' 2)»-tM 



2 



{± ^1^6^(1. 2, 3)x..}. 



in welcher Summe jedes Glied aus dem vorhergehenden durch cjkliscfae 
Vertauschung der Werthsysteme {x^y yo> ^o) * * * (^3> ^3» ^3) ^^^ durch 
Aenderung des Zeichens hervorgeht. Die Grosse li bedeutet in dieser 
Formel die dritte Wurzel aus dem Product aller sieben Grössen J?«: 

sie kann indess auch rational dargestellt werden. 

Da Bxin offenbar eine aJternirende Function der vier Werth- 
systeme ist, so erhalten wir jetzt: 

wo c einen von allen Werthsystemen unabhängigen Factor bedeutet. 
Dieser kann indess möglicher Weise noch von dem Index xAft ab- 
hängen. 

IV. m = 0. 

Hier gehen wir aus von dem System: 

ymVHxyKrx, Vh,i/h^]/hz., yw^yw^yn;,, yn^^yw^y^r., 

oder: 

VRF.x, VRF^^, ]/RF^,, ]/R ^"^'^ ^"^ • 

Dass diese Grössen linear unabhängig sind, zeigt sich in derselben ein- 
fachen Weise, wie früher. Es muss sich also jede Wurzelfiinction 
dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen lassen: 

■"x 
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Der Zähler dieses Quotienten ist eine homogene Function vierter Ord- 
nungf die an allen Doppelpunkten verschwindet, an der Stelle x aber 
von der zweiten Ordnung. Hier ist der Index x bevorzugt; wir können 
aber dieselbe Function in den drei Formen: 

VB^^, /B^, VB^^, 
also auch in der Form: 

darstellen, wo Ä, B, C beliebige Coefficienten, und Gj, 6r2, G^ homo- 
gene Functionen vierter Ordnung bedeuten^ die sämmtlich an den sieben 
Doppelpunkten verschwinden. Wir können also als Nenner eine will- 
kürliche lineare Function der Grössen H, H, JST einführen, z. B. die, 
von der wir die unteren Grenzen der Integrale abhängig gemacht 
haben. Es ist dann klar, dass der Zähler ebenfalls in den vier Punkten 
{üky bh, Ch) (A = 0, 1, 2, 3) verschwinden muss. Denn es ist 

(ÄG, + BG, + CG,)H, = HG,; 

wird nun (x, y, 0) = (ah, hm Ct) gesetzt, so wird H = 0, während Hx 
(wenn wir nicht eine besondere Wahl der Punkte (a*, ihy Ch) annehmen) 
von Null verschieden ist. Daraus folgt, dass wir jede Wurzelfunction 
dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen können: 

VB^, 

wo G eine homogene Function vierter Ordnung bedeutet, die in den 
sieben Doppelpunkten und den vier Punkten (an , in , Cj) (h = 0, 1, 2, 3) 
verschwindet. Für die Function WOq tritt nun noch die Bedingung 

hinzu, dass sie an drei ferneren Stellen: (^1? 2/1,^1), (^2» ^2*^2)? (^37^3 »^3) 
verschwinden muss. Durch diese 14 völlig gleichartigen Bedingungen 
ist die Function bis auf einen von {Xq, y^, iSq) unabhängigen Factor 
definirt. Wir haben eine Function vierter Ordnung in Form einer 
Determinante zu bilden, deren 15 Horizontalreihen aus der Reihe 

x^, x^y^ x^g ' • ' z* 

dadurch hervorgehen, dass man {nr x, y, die Grössen 

i^k , J/ä, i^u) {h = 0, 1, 2, 3), (a^, h, c) (A = 0, 1, 2, 3), 

(a«, ha, Ca) (a = 0, 1, • . . 7) 

setzt. Diese Determinante, die eine alternirende Function sämmtlicher 
15 Grössensysteme ist, denken wir uns noch mit einem altemirenden 
Vorzeichen behaftet; das Product ist dann unabhängig von den In- 
dices und kann durch Sq bezeichnet werden. Da W0q eine alternirende 
Function sein soll, so haben wir zu setzen: 

SoHOTTKT, AbePsche Fnnot. 10 



]4G Abriss einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein. 



(68) ^<f<, = cr-^]S, 



a{^} 



'0? 



wo c eine Constante bedeutet. Dies ist demnach der einzige Fall, in 
welchem wir die unteren Grenzen der Integrale in den Ausdruck von 
Wöm aufgenommen haben; und auch hier ist es aus der Bildung des 
Ausdrucks unmittelbar klar, dass eine Aenderung der unteren Grenzen 
auf die Function 0q keinen Einfluss ausübt, wenn man nur die neuen 
unteren Grenzen so wählt, dass die entsprechenden Punkte der Üurve 
Jf OB auf einer graden Linie liegen. 




Nachtrag. 



üeber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabein. 

Den allgemeinen Entwicklungen liegt die Annahme zu Grunde, 

dass keine der graden 6 -Functionen zugleich mit den Ärgumeuten 

verschwindet, dass also alle 36 Grössen Cq, c^Zfi von Null verschieden 

sind. Der Vollständigkeit wegen möge nun der Fall untersucht werden, 

in welchem eine dieser 36 Constanten gleich Null ist. 

l&t Cxift = Oj so setzen wir xk(i = «, und bezeichnen durch. 
1', 2', 3' • • • 7' die Indices x, A, ft, ßyS^ y^«> ^^ßt ^ßy in irgend 
welcher Reihenfolge. Bedeutet dann a irgend eine üombination der 

neuen primitiven Indices, und setzen, wir 0,«s=3 0a, so sind wieder 

durch 00, 0x'Z>' alle graden, durch 0x' und QxX' alle ungraden Theta- 

Functionen bezeichnet, und es wird 0^ = 0, wenn die Argumente 
gleich Null gesetzt werden. Derjenige Fall, in welchem eine der 35 
Grössen Cxi^i den Werth Null hat, lässt sich daher durch eine Aende> 
rung des Systems der primitiven Indices immer zuräckführen auf den, 
wo Co *= ist. 

Wir nehmen deshalb an, dass c„ = 0, die übrigen 35 Grössen Cxji^ 
dagegen von verschieden sind. Im üebrigen bleiben offenbar die 
auf S. 23 und 25 aufgestellten Relationen unter den Theta-Functionen 
bestehen; es ist also: 

7 

= 0, 

7 
a=:0 

Die zuletzt aufgestellte Gleichung unterscheidet sich nur dann von 
der früheren, wenn der Index kl grade ist, also entweder =0, oder 
= xl(i. Demnach erhalten wir die für diesen Fäll charakteristischen 
Gleichungen, indem wir Z = ä;, oder l = kxx/i setzen: 

10 • 
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(3) 2^(-i)"""'"clXJ = (i> 

7 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die drei Producte 

QxQxfi, QzQ/iix, OfiQxi 
und allgemeiner: 

(5) OkxQkkfi, QkxQkfiXf QkfiQkxX 

immer durch eine lineare homogene Gleichung verbunden sind; das- 
selbe gilt von den drei Producten 

(6) QkaßQkydf Qkßy^kad, Okya^kßS' 

Wir wollen nun die Anfaugsglieder der ungraden Functionen 6^, 
Gji^ durch Ux, uxfii das Anfangsglied der graden Function 0q, welches 
eine homogene quadratische Function der Argumente ist, durch Wq he- 
zeichnen. 

Aus (6) erhalten wir, indem wir dort k = ö setzen, eine homo- 
gene lineare Gleichung zwischen: 

QaQfiY^f 0/?©/«^; 0y0a/Jd- 

Dieselbe Gleichung muss bestehen zwischen den Anfangsgliedern dieser 
Functionen : 

Cfiydf^a} Cyad'^fi? (^aßd^f^y- 

Daher besteht eine lineare Gleichung zwischen den drei homogenen 
linearen Functionen der Argumente: w«, w^, %. Dies können wir so 
aussprechen : 

I. Die sieben graden Linien «*^ = (x = 1, 2«' -7) gehen sämmt- 
lich durch einen Punkt. Diesen Punkt bezeichnen wir durch (0). 

Setzen wir ferner in dem System (5) i = dft, so erhalten wir 
eine Gleichung zwischen 

QxdfiQdX^ QxdfiOdx, QxdXfi^d' 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder auf die Anfangsglieder zurück- 
gehen, eine lineare homogene Gleichung zwischen u^X) w^x? Wrf. Dar- 
aus ist ersichtlich: 

IL Die sieben Graden t^x = und Uax = (« = 1, 2 ... 7, aber 

^ h) schneiden sich in einem Punkte. Diesen bezeichen wir durch (x). 

Endlich setzen wir im System (5) h = x L Dann folgt eine homo- 
gene lineare Gleichung zwischen 

0;i0x^, 0x0;i^, OxifiQo' 

Hieraus ergiebt sich, dass eine ebensolche Gleichung bestehen muss 
zwischen den drei quadratischen Functionen: 
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Dadurch erkennen wir, dass die beiden Graden Ux = 0, ux = sich 
auf dem Kegelschnitt Wq = schneiden, ebenso die Graden Ux = 
und Uxfi = 0, Wir sehen also: 

III. Die acht definirten Punkte (0), (1), (2) . . . (7) liegen auf dem 
Kegelschnitt Wq = 0. 

Durch diese drei Sätze ist die Lage der 28 Graden m^ = 0, 
Uxx = zu einander und in Bezug auf den Kegelschnitt w^^ = aus- 
reichend charakterisirt; die Graden sind die Verbindungslinien von 
acht Punkten des Kegelschnitts, und zwar Ux =" die Verbindungs- 
linie der Punkte (0) und (x), Uxx = die der Punkt.e (x) und (A). Wir 
wählen nun ein besonderes Coordinatensystem. i; *= sei die Tangente 
an den Kegelschnitt im Punkte (0) ; v' = irgend eine andere Tan- 
gente, und V = die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte. 
Der Gleichung des Kegelschnitts können wir dann die Form geben: 

Für die Punkte, die auf dem Kegelschnitte liegen, hat man dann: 

V V 

« 

und es entspricht jedem Punkte der Curve ein Werth von p^ und um- 
gekehrt; speziell dem Punkte (0) der Werth p = oo. Die Werthe 
von Pj welche den übrigen Punkten (1), (2) • • • (7) entsprechen, be- 
zeichnen wir durch «j, aj • • • a^- Die Verbindungslinie der Punkte 
(0) und (x) hat dann die Gleichung axV — v = 0, die der Punkte (x) 
und (A) die folgende: axaxv — (ax -\- ai)v -\- v' = 0] wir können 
daher setzen 

(7) Wq = üo (^«^" — ^' ^)? ^^ = lxVx, UxX = hxVxX] 

wo 

(8) Vx = axV — v\ Vxx = axttxv — («x + ax) v + v" 

ist, und Iqj Ix, Ixx noch genauer zu bestimmende Constanten bedeuten. 
Wir können bewirken, dass zwei von den sieben Grössen ax will- 
kürlich vorgeschriebene Werthe erhalten. Wir können z. B. erreichen, 
dass öfj = wird dadurch , dass wir die Linie v" = mit der Tan- 
gente im Punkte (1) zusammenfallen lassen. Dann können wir noch 
V, Vy v" mit drei Constanten a, &, c multipliciren, die aber der Be- 
dingung ac = 6^ genügen müssen, damit die Gleichung des Kegel- 
schnitts ungeändert bleibt. Dadurch können wir bewirken, dass «2=1 
wird; die übrigen Grössen «3, «4 • • • a^ sind dann die wesentlichen 
Constanten des Systems. Wir denken uns also zwei dieser Grössen 
willkürlich gewählt; damit ist das ganze Grössensystem «j , «2 * * * 0^7 
völlig bestimmt. Es bleibt dann noch eine Aenderung übrig, die man 
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machen kann; ohne die Gleichungen der Graden und des Kegel- 
schnitts zu ändern; man kann nämlich alle drei Grössen v, v, v" mit 
einem und demselben Factor Ä multipliciren. Dadurch geht v^ und 
VxA in t7x' = &i;x, Vxi = ^t;xji; w^^ in w^ ^^h'^w^ über; es treten also 
an die Stelle der Factoren l^, h^ hx folgende: l^ = l^lc'^^ 1/ s^l^k^ 
l^x = Ixxlc, üeber diesen Factor k werden wir ebenfalls verfügen; jeder 

der Quotienten -^, -4^, -4^ muss sich dann durch a^, a2* . »aj allein 

*o 'o ^0 

ausdrücken lassen. 

Wir setzen in der Gleichung (4) einmal k = x, m ^= y4, das 
andere Mal: k = y, m = xö. Dann erhalten wir die zwei Formeln: 

7 
2[(— iy^''^''^^^"y^CaY3nX^Cayö6aneaX^'] = 0, 

7 
a=:0 

die sich; mit Hinweglassung der verschwindenden Glieder und der ge- 
hörigen Vereinfachung der Vorzeichen, auf folgende reduciren: 

CaßxCyeHOoQxXin + {'-'^Y^^CaiiXCYdxOxxQ^ + {—^y^^Ca(i^CY3fiQxfiQx = 0, 

Daraus ergiebt sich : 

Cai^xCYÖxCxxMvv' — V^) -f- (— lY^f^CafiXCYdxlxXlfiVxXV^ 

+ (— iy^^CaßfiCYdfilxjnlxVxfiVX = 0'^ 

CßYnCadxlaylßd'^ay'^fid — Cfid xCayx^y^adVßy'^ad 

= (- ly^^-^y^^CaßxCyöxCxXt.kivv' —V""). 

In der ersten Formel setzen wir vx = 0, also v = axv. Dann wird 

Vfi = (a^ — ax)v, Vxx = v" — ax^v, vv" — v"^ = t;(i;" — a^v). 
Daher erji alten wir: 

CaßxCydxCXfAxlQ = (— 1)^''"(«A — «/«) CaßXCydxlxxlfi- 

In der zweiten setzen wir Vßy = 0, also v" = — a^ayV -}- (»/* + ö^y) t?'. 
Dann wird 

Vay = (aa — aß) (UyV — v), Vßd = (a^j — Oy) {üßV — v'), 
w" — i;'2 -— _ (öyV — v) (a^v — v)\ 
daher ist 

Ca/?xCycfxC^/ixZo = (— 1)« ' /^^^ ' *(«« — tt^) (tty — a^) ^y xCatfxLy ^/Jd • 

Wir führen nun folgende Bezeichnung ein : 
(9) (— l)^l^(ax — az) = ax>i. 
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Da ( — 1)*'^ ein altemirendes Vorzeichen ist, so ist axx'=^axi. Die 
beiden Relationen, welche wir erhalten haben, sind dann: 

(10) CaßxCydxCXfixlo = (^XfiCaßXCydxlxllfiy 

(11) CaßnCydxClfix\ = 0,ttß(lydCßyxCadxlaylßd» 

Vertauscht man in der ersten Formel x mit k mid multiplicirt die neu 
entstehende Formel mit der ursprünglichen, so erhält man: 

(12) 4m? ^«x,«.,'^^- 

Vertauscht man dagegen x, A, f^ cyklisch und multiplicirt die drei so 
erhaltenen Formeln, so erhält man: 

(13) c' , ^ = a ,a a. l A L l hl , 

V*'^/ ^xXfi ^xX xfi Xfx xX Xfi Xfi x^X^fi' 

Die Diyision beider Gleichungen liefert: 

7 ^xxKfi^Xtihh ^xxK^h^ Kxhfihn 

CxXfil^Q =*= 7 i = "2 • 7 7 7 * 

«xZV IxX 'x'^V 

In dieser Form geschrieben, zeigt diese Gleichung, dass der Quotient 

<^xxh'h^ 









einen von den Indices x, X unabhängigen Werth haben muss. Diesen 
Werth r können wir, indem wir dadurch über den erwähnten willkür- 
lichen Factor Je verfügen, gleich 1 setzen; wir erhalten dann: 

(14) axx = 



(15) ^xXj^^KxWit.^ 

•o *X*Jl> 

Diese Ausdrücke für die Grössen a^x und c^Xfi führen wir in die beiden 
Gleichungen (10) und (11) ein. Dann verwandeln sich dieselben in 
Relationen zwischen den Grössen l allein: 

/t/^\ ^ ax^ßx^yx^dx^Xx^fix Kx^ßX^yX^dX^xX^^iX 

^ ^ h' ~ ¥ 

n?) *aß*ay^ad*ßy*ßa*yd *g "ß "y^d 

^ ^ LJ h *™ M,M 2 * 

Wir bezeichnen nun das Product aller sechs Grössen lax, die man er- 
hält, wenn man für a die sechs von x verschiednen primitiven Indices 
setzt, durch L^] mit L dagegen das Product aller 21 Grössen l^x* Aus 
dieser Definition folgt dann identisch: 

(18) L^ = L,L,'L„ 

(19) ^ußhyKdJß Y^ßS^yS __ L 

^fiX^fixhx ^x^X^fi 
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Danach gehen die beiden Gleichungen (16) und (17) in folgende über: 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(21) Lx = m^x^ 

wo m eine von dem Index x unabhängige Grosse bedeutet; aus der 
zweiten dann: 

(22) L = ^ianßH n^mxH^^ = ^, 

wenn wir unter l das Product der sieben .Grössen Z« verstehen. Da 
nun L'^ gleich dem Product der sieben Grössen Lx ist, so folgt aus 
(21); da^s 

^2 = ^7 ^3 

ist. Vergleichen wir dies mit (22), so erhalten wir 

l 

•0 

Es ist also: 

"Z T -J 



(23) L^ c== -— , I, = — . 



Es ist jetzt leicht, 7^, —^ -^ durch die 21 Grössen aaß, d. h. 
die Diflferenzen . der sieben Parameter a, . . . a^ auszudrücken. Die 

letzte Gleichung Lx = -yr ^^^^ ^^^^ ®^ schreiben : 

a a 

wo das Product auszudehnen ist über alle von x verschiedenen Zahlen 

a der Reihe 1, 2 • • 7. Da nun nach (14) j-^yi ==" ^«^ ^^^f ^^ ^^' 
halten wir: 



/9/l\ 




h* 
h* 


1 


(J4) 


/7(«««) ' 

a 


Aus 


der Gleichung 


(14) geht 


nun weiter hervor: 


(25) 






<»/. 


/7(««») /7(««-i) ' 

a a 


und 


• 
aus (15): 






(26) 




V °° /] 


2 2 2 

r(««x) /7K.i) /7Km) 
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Nun ist 

a a 

= — («g — «x ) («/* — öx) (ay — üx) (a«r — ax) («ji — ax) (a^ — «x) ; 
es ist also: 

hc^ -1 

V («a-«x)(«^-«x)(«y-M(«cr-«x)(«A-«x)(«^-M ' 



(27) 



K\ - 1 



^0* («« - «x) («^ ~ «x) («y - «x) («d - «x) («^ - «x) K - «Z) 



'xi^ * 



^ (*y -^ü) («d-«0 («a-«^) («/5-«^) K - ^^){^d-%y 

Damit ist die Aufgabe , die in der Theorie vorkommenden Gonstauten 
durch unabhängige Grössen auszudrücken ^ gelöst. 

Wir gehen nun dazu über, einige einfache Relationen unter den 
Theta-Functionen selbst aufzustellen, aus denen die Art ihres algebrai- 
schen Zusammenhangs klar erkannt werden kann. Die algebraische 
Darstellung der 0-Quotienten durch drei unabhängige Grössen x^, x^y 
x^ ergiebt sich dann fast von selbst. Wir wollen aber zuvor von den 
Theta-Functionen ihre irrationalen constanten Factoren Zy, Zx, l*x, 
Cxifi absondern, und 

(28) ©0 = ^0^0; ©x = ix^^x, QxX = lxl^*Xi QMXfi = CxXfi(fxXfi 

setzen, so dass jetzt das Anfangsglied in der Entwickelung von (T^ 
gradezu = vv' — v^y das von 0» = v , das von 0xi = VxXy und das 
Aufangsglied von 0^1^ = 1 ist. 

Ferner dividiren wir durch 0q alle 63 übrigen Grössen 0my und 
bezeichnen den Quotienten durch j)„,. Es ist also 



^« ^ _ ^xX ^ ^nXfi 



(29) P' = t' -P"^'^' ^«'"^ .„ 

I. Wir leiten zunächst eine Relation her aus der Gleichung (3), 
indem wir dort ^ = 0, w = xAii setzen. Für « == x, A, /it verschwindet 
der Factor Cma\ es ist also: 

oder: 

Führen wir hier die Grössen p ein, so erhalten wir: 
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OfiWi 


Pcc\' = 1. 


<=nZM lo 


"xXfi 





Nun ist nach (15) 

h Ißlyh ' 

daher : 

^ßydh ___ h h h ^fi ^ßy^ßd^yd 
^xXiuh ^ß^hh ^xxKfihf4. 

Wenden wir hier die Formel (17) an, so folgt: 
daher: 



hxhfih^ Kh^fi^Q^ ^aßKy^ad^ 



^ßydh ^ h^ ^ß ^ h 1 

^nXfi^O V ^aßhyhd 

Erheben wir diese Formel in's Quadrat, so ist nach (14): 

161% 72 72 

*0 afi*ay*ad ,,/,/,. 

l ^IJl 2Z.2 Claßaayaad^ 

*a */* *y *ö 

es ist also: 

Ch^ h' ^ ^aß ^ay «ad («/* " ^«) (^ "" ««) (^<> " M ' 

mithin erhalten wir: 

(A) S \. ,, -^"V, -J = 1. 

Zwischen je vier der sieben Grössen p^^ besteht also eine nicht homo- 
gene lineare Gleichung. 

II. Wir gehen zurück auf die Gleichung (2). Aus dieser geht 
hervor, daas zwischen den vier Producten öa^ax, ^ß^ßx, ^y^yxi ^a^dx 
eine lineare homogene Gleichung 

A0a<5ax + Bößößx + C(Sy0y^ + DosOsx = 

besteht; man erhält diese, indem man ä = x, Z = 0, m = l(i setzt. 
Wir wollen aber die Coefficienten in anderer Weise bestimmen. 
OflFen'bar muss dieselbe Gleichung zwischen den Anfangsgliedem be- 
stehen : 

^VaVax + B^ßVßx + CVyVyx + BvdVdx = Ü. - 

Wir setzen nun i; = 1, v' =^, v" =i>^; dann geht 

Vx in ax — i>, Vnx in (ax — p) {ax — p) 
über. Es muss also, für willkürliche Werthe vonp, die Gleichung bestehen: 
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-4(a« - pT + S{ap -Pf + C{ay - pf + B{a« - pf = 0. 

Daraus geht hervor: Zwischen je vier Functionen ^ai>ax, VßPß^ii VyPyx 
PdPdx besteht eine Gleichung: 

(B) ÄpaPax + ^PßPßx + C'i)yi)yx + DpdPdx = 0, 
deren Coefficienten bestimmt sind durch die Formeln: 

Ä +B +C +D =0, 
Äüa + jBa^ -\' Cüy '\' Da^ =0, 
Aüa^ + ^a/ + Cay^ + Düi'^ = 0. 

III. Wir wissen, dass eine Gleichung besteht von der Form: 

Äa^axf, + B0x0^f, + Ca ^0^1 = 0. 

Die Coefficienten lassen sich auch hier bestimmen, indem man auf die 
Anfangsglieder zurückgeht: 

AvnVif, + BvxVxfi + CVf^Vxx = 0. 

Da ein Coefficient von v" in den Grössen Va nicht vorkommt, in den 
Grössen Vafi dagegen gleich 1 ist, so erhalten wir: 

ÄVx + Bvx + CVf^ = 0, 
oder: 

Ä{axV — v) + B{axv — v) + C(a^t? — v) = 0. 

Hieraus folgt: 

Ä = ax — a^, B ^= üfi — «x, (7=ax — «z; 

daher: 

(C) (ax — af,)pxPXfi + (a^ — ax)i>Al>^x + («x — ax)p^,pxx = 0. 

IV. Wir stellen jetzt noch zwei Gleichungen auf, welche Be- 
ziehungen der Functionen pxX/n zu den übrigen angeben. Erstens muss 
eine lineare Relation bestehen zwischen (y^c^xii/*; OxxOfi, 0xfi^x] zweitens 
zwischen 0Q0xXfii ^ay^ßS und 0ßy0aS' Beide Relationen sind schon auf- 
gestellt, als es sich um die Darstellung der Moduln handelte, und die 
einfachsten Ausdrücke der Coefficienten sind durch die Formeln (10) 
und (11) gegeben. Es ist demnach 

axf.0o^xifi + {— iy^^0xx(fn + C— ^y^^<fxiu(fx^O, 

oder: 

PxxPfi — PxfiPx + (ax — af,)pxxti = 0, 

PayPßS —PßyPad = («a — «/?) («y — as)PxX/ii. 

Wir erhalten also pjtXfi ausgedrückt in zwei verschiedenen Formen: 
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PxPxu—PuPxX 



(D) PnX^ 



«z — ^/i 



(W\ ^ , _ PaYPfiS-PßY^ ad 

Aus den fünf aufgestellten Relationen lassen sich nun folgende 
Schlüsse ziehen. 

Zunächst folgt aus (A), dass sich die sieben Grössen p^^^ durch 
drei Grössen f^, f^, f^ in folgender Weise ausdrücken lassen: 

also; wenn man die ganze Function dritter Ordnung 

(30) a^^^f^x'^^Ux^ U mit q> {x) 
bezeichnet : 

(31) i>x^ = 9(«x). 

Denn diese Function genügt offenbar identisch der Relation 

Bestimmt man nun f^ , f^ , f^ durch die drei linearen Gleichungen 
qp(a,)=j3j2, ^(aj) =i>2^; 9(0^3) =P3^; ^o folgt aus dieser Gleichung 
im Verein mit (A), dass allgemein 9 (a<r) = Pd' sein muss. Die Coef- 
ficienten /"j, f^y f^ der Function ^(ax) sind demnach bestimmte Abel- 
sche Functionen der Argumente^ und zwar lineare Functionen der 
Grössen p^^. 

Aus der Gleichung (B), die wir so schreiben können: 

^Po^PxPax + BpßP^p^^ + CpyP^Pyx + DpePnPdn = 0, 

folgt ferner, dass sich die 21 Producte p^pxPxi (^, A = 1, 2 • • • 7, 
X ^ A) sich linear und homogen durch sechs uuter ihnen 

PiP2P\27 PiP^Pi3> PiPiPu? P2P^Pn> P7PiP2x> P^PaPu 

ausdrücken lassen. Versteht man unter (p{x, y) eine ganze und sym- 
metrische Function vom zweiten Grade in Bezug auf x und y, so be- 
stehen zwischen den 21 Grössen g)(ax, ax) genau dieselben Gleichungen, 
wie zwischen den Grössen jOxi);ij9xA : 

^q>{aa, »x) + Sg>{aii, üx) + C(p(ay, üx) + Dq)(as, cix) = 0, 

wo 

^ + jB + C+D = 05 Aaa + Büß + Gay + Dan == 0, 

^a«2 + Baß' + Gay'' + Da^' = 

ist. Wenn wir also die sechs Coefficienten dieser Function q){x, y) 
so bestimmen; dass die sechs Gleichungen 
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g>(a», ax) =p^pip^i (x, A = 1, 2, 3, 4) 

bestehen ; so muss diese Gleichung allgemein gelten für alle 21 Com- 
binationen der Indices 1; 2 • • • 7. Wir können also allgemein die 21 
Producte pxPiPxi durch sechs von den Indices abhängigen Grössen in 
folgender Weise ausdrücken: 

/x, A = 1,2 . . .7\ 
(32) P^PiPxx = (p{a^, ai)' l ^^^ j, 

wo (p (jx^ y) eine ganze und symmetrische Function von x und y be- 
deutet, die in Bezug auf beide Grössen vom zweiten Grade ist^ und 
deren sechs Coefficienten Abersche Functionen sind. 

Die dritte der entwickelten Relationen giebt nun einen Zusammen- 
hang zwischen den Functionen (p{x) und (p{x, y). Wir erhalten, in- 
dem wir die Gleichung (C) mit PxPxPfi raultipliciren, und px^ durch 
9^(^x)f PiPfiP^fi durch (p{aiy a^) etc. ersetzen: 

{ai — üf,) (p{ax) q>{aiy a^i) + (a^ — a^) (p{ai) q>{a^j a^) 

+ (ax — ax) (p (a^) (p{ax, ax) = 0. 

Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung «x, ax, af^ durch 
rc, y, jEf, so erhalten wir eine ganze Function ^{x, y, js), die in Bezug 
auf jede der Veränderlichen vom dritten Grade ist. Diese Function 
hat die Eigenschaft, zu verschwinden, wenn für x, y, drei Grössen 
der Reihe a^, ^2 * - • a^ gesetzt werden. Daraus folgt, dass sie iden- 
tisch verschwinden muss. Demnach ist identisch: 

^/„ ,A (X — z) y (y) y (a? , z) — (y-' z) y (a;) y (y, z) 
Geben wir der Grösse z einen constanten Werth c und bezeichnen 



so ist demnach 



- — :^- mit ^{x), 

H^\ 9 if) X — y 



ipix) ist eine ganze Function dritten Grades von x. Diese können wir 
auf die Form bringen: 

^(a;) = c>(a;) — rlj{x), 

wo tljix) eine ganze Function zweiten Grades bedeutet. Dann ist: 

(33) q>{x, y) = <p(^)^(y);3y^y)^(^). 

Auf diese Weise sind jetzt die Functionen px und p^x durch sechs 
Hülfsgrössen ausgedrückt^ nämlich die Coefficienten /\ , f^, f^ der kubi- 
schen Function q>{x) und die der quadratischen Function i\}{x): 
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(34) px' = (f (ax) ; p^px Pxx = 4-a^ ' 

Dies sind bekannte Formeln aus der von Herrn Weierstrass aufgestellten 
allgemeinen Theorie der hyperelliptischen Functionen. 

Es sollen jetzt anstatt dieser sechs Hülfsgrossen andere eingeführt 
werden; nämlich diejenigen Werthe x^, X2j x^, wofür die kubische 
Function (p{x) verschwindet, und diejenigen Werthe j/j, y^^ y^, welche 
die quadratische Function ip (x) annimmt, wenn Xi , x.2 , x^ für x gesetzt 
wird. Es ist also (p{x/t) = 0, if(Xk) = yh (ä = 1, 2, 3), daher: 

(35) q>{x) = (a? — a?,) (x — x^) {x — x^)y 

(36) H^)=y! l ''Tl ^ l• 

« 

Hieraus folgt: 

y\ f / X — X ' 

Daher erhalten wir: 

Px^ = («x — a:,) (ax — ajj) («x — x^). 

Von den beiden Gleichungen (D) und (E) giebt die erste, wenn 
wir für die Grössen j?xa und j)x^ ihre Ausdrücke einsetzen, die Dar- 
stellung von pxifi'- 

^ PxPxPf. yi f _ Vh r_ 1 ^1 ] 

^^ ^^ a;i ~ «^ ;{^^ U«x - ^ä) 9 (^a) L«^ - ^ä «A - ^ J j ' 

also: 

(38) ^« ,, = p.p,p, ^ {(a,-.,)(a,-^Ka,-.,).p-(<»*)} " 

Eine andere Darstellung liefert die letzte Gleichung. Setzt man näm- 
lich in dieser für pay, Pßd, Pßy^ Päd ihre Summen -Ausdrücke, so er- 
giebt sich: 

(«a-«/g)(^-M 

PaPfiPyPd ^^^ 

8 3 i- 



h 



vy^j VhVk r 1 

=^ f^ 1 («r - ^Ä)(öd -^*) 9>'(^a) *P'(^it) L (««- ^h) («^ - ^*) 



{a^-Xf^) 
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Führt man hier die Subtraction unter dem Summenzeichen aus und 

bezeichnet zur Abkürzung: 

« 

(«g — x) {üß — x) (öy — X) {a^ — x) mit P(a:), 

so ergiebt sich; da 

{a^ — Xh) {aa — Xk) — [ücc — Xh) (a^ — Xj,) = {(la — Oß) {Xk — Xh) 

ist: 

n Q 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine homogene quadratische 
Function von y^y y.^, 2/3. Die Coefficienten von y,^, yj^, ^3* sind 
offenbar Null; dagegen der Coefficient von y^yj« 

P{Xi)P{Xt)9ii^i)9i^) ^ -P(^i) P{^) g>'(aJi) 9 («f) 
Dies ist ' 

Nun ist offenbar 

P(x,) P(a:j) PCa;,) = Pa^Py^Pt'; 
daher : 

«y-^a _ (ay-aa)P(a:3) 

P(a:OP(aJ,) 9' W Pa^Pß'Py'Pö' 9 (^3) ' 

Die beiden andern Coefficienten ergeben sich hieraus durch Vertauschung 
der Indices. Demgemäss erhalten v^ir: 

^'"'^^ P,PßPyP^£i\y,9{^H)l 

Wir bezeichnen jetzt durch R(x) die ganze Function siebenten Grades, 
welche durch Multiplication der sieben Linearfactoren a^ — x her- 
vorgeht : 

(39) R(x) = (a, — x) (a^ — x) ' ' • (a^ — x), 

und durch p das Product der sieben Grössen P], P2 - ' - Pt' Dann ist 

^ («X — ^)(«i -«)(«/* - ^) ' PaPßPyP^ P ' 

folglich : 

3 i- % 

P.,, - P.PZP, -^- Zt(a,-:r,)(o,-x,)(«,-^,)j,,,p'('-,)/- 

Vergleicht man diese Darstellung mit der zuerst gegebenen, so sieht 
man, dass beide genau übereinstimmen, bis darauf, dass an die Stelle 
von y*: 
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_M._y,^(fA)_ . (A = l,2,3) 

getreten ist. Dies ist offenbar nur dadurch möglich, dass die Grössen 
tfk den entsprechenden yy gleich sind; es muss also 

— Vx y^ yz^{^h) = py}? (ä = i, 2, 3) 

sein. Hieraus folgt, wenn wir die drei Gleichungen multipliciren : 

— yiy2y3-B(^i)-B(^2)^(^3) =i>^ 

und da offenbar 

(40) — yty^yz^P] 

mithin : 

(41) y,2 = i?(a;,). 

Es bleiben noch die Argumente durch Integrde erster* Gattung 
auszudrücken. Wir wollen v, v\ v' als Argumente auffassen, was einer 
linearen^Transformation gleichkommt. Wir setzen: 



A^ B^ C sollen willkürliche Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck F 
hat die Eigenschaft, dass, wenn wir ihn mit (TqCTx multipliciren, er 
übergeht in eine grade Theta- Function zweiten Grades mit dem Index 
X, und zwar eine solche, welche verschwindet, wenn die Argumente 
gleich Null gesetzt werden. Functionen derselben Art sind die sechs 

Producte öa^ax (a = 1, 2 • • 7, aber ^ x). Die Anzahl der linear un- 
abhängigen Theta-Functionen zweiten Grades mit dem Index x, welche 
grade sind, ist vier; zwischen je fünf derselben muss also eine lineare 
Gleichung bestehen. Stellen wir daher das System auf 

^a<^ax, ^ß^ßxy ^y^yx, f^aßv^dlfi^ 

SO muss zwischen Föqöx und diesen vier Producten eine lineare homo- 
gene Gleichung bestehen. In dieser muss der Coefficient des Gliedes 
^aßr^SiXf^ den Werth Null haben, weil dieses das einzige ist, welches 
nicht verschwindet, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden. 
Wir erhalten also: 

(43) Fa^G^ = ^{haÜa^ax). 

Die Ooefficienten kay Ä^, hy werden bestimmt durch die Anfangsglieder. 
Das der Function 



-,iA^+B^ + C^) 
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erhalten wir, wenn wir a^v — v für <fyj vv" — v^ für ö^^ einsetzen. 
Dasselbe ist also: 

(t;^" - v'2) (^a^ ^ B) - {a^v — v) {Av" — 2Bv + Cv). 

Dieser Ausdruck muss 

sein. Setzen wir nun v = 1, v' = p, v" = p^, so wird 

vv" — V2 = 0; Av' - 2£i;' + Ct; = ^i?'^ - 2i?i) + C; 

wir erhalten also zur Bestimmung der Coefficienten folgende Formel 
(44) - {Ap^ -2Bp + C)^ ^{K («a -P)'), 

welche identisch, für alle Werthe von p, gilt. 
Aus (43) folgt: 

^ = 2i" p7 )' 

Für pax setzen wir den gefundenen Summen- Ausdruck ; ebenso tür pa'-i 
(a« — a?,) (a« — JC2) (öf« — ajg). Dann ergiebt sich: 

oder: 

Nun folgt aus der Gleichung (44), wie man leicht sieht, die all- 
gemeinere : 

^{Kiaa-p) (a„ - q)} = - {Apq - B(p + q) + C}; 

es ist daher: 

^{ka{aa — Xk) (aa — xi)} =- - {AxkXi — B{Xk-^Xi) -f C}, 
mithin: 

Wir setzen jetzt für ^, Z?, C die Differentiale dv , dv\ dv". Dann 
geht F in dlog|)x über, und da 

rf log px = — * 



^1 2 («X - ^a) 
ScHOTTKT, Abel'fche Fnnot. U 
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ist, so erhalten wir: 



3 

2 



Diese Gleichung muss gelten für x == 1 , 2 • • -7. Das ist nur da- 
durch möglich, dass in beiden Summen die einzelnen Glieder überein- 
stimmen : 

dxf^ Xj^Xi dv — (^jfc + ^i) dv'-^- dv" 

Löst man diese drei Gleichungen nach dv, dv, dv" auf, so ergiebt sich; 



A = l 

3 



x,,dx, 






). 



dv" = y( ^v"'^ ) 



Berichtigungen. 



S. 14 Z. 7 V. o. lies V+J für ^i±-. 

2 2 



S. 21 Z. 10 V. u. lies t' + «'''^ für 

S. 26 Z. 17 V. u. lies O^ für 0. 

S. 29 Z. 7 V. u. lies (59) für (60). 

S. 48 Z. 9 V. o. lies f^^^ für /"^y. 

S. 48 Z. 1 V. u. lies (b) für (6). 

S. 49 Z. 11 V. 0. lies (11) für (4). 

S. 51 Z. 13 V. o. lies Formel (f) = 0. 

S. 66 Z. 9 V. 0. lies QLH^ für QLH. 

S. 56 Z. 16 V. 0. lies H^ für H' . 

S. 61 Z. 6 V. u. lies c^ für c. 

S. 69 Z. 1 V. u. lies c^^^ für c^^. 



S. 
S. 

s. 

s. 
s. 



72 Z. 4v. u. liesFJ^ für F^^^. 

75 Z. 13 V. u. lies /" ^^ für /* 

76 Z. 13 V. o. lies (Oßf^^ für w^^. 

77 Z. 10 V. u. lies g^ für g, 
83 Z. 11 V. 0. lies 



S. 109 Z. 12 V. 0. lies Jcm für hm. 

S. 122 Z. 15 V. u. lies [Vh^^^ } für 

S. 125 Z. 12 V. u. lies (t)<* für <D. 

S. 126 Z. 19 V. 0. lies <t)^ für <t>Q. 

S. 146 Z. 6 V. u. lies (a = 1 , 2 • . 7). 

S. 153 Z. 5 V. o. lies l^* für l^^. 

S. 154 Z. 17 V. u. lies Zo' für ?/. 



^ 



